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RESUMO 
O presente trabalho procura desenvolver uma 
gia computacional para a resolução de estruturas que 
malhas compostas por elementos finitos e/ou elementos 




Apresentam-se estudos comparativos sobre os principais 
mêtodos desenvolvidos para tratamento de descontinuidades fisi-
cas e geomêtricas inerentes a malhas de elementos de contorno. 
A seguir, colocam-se dois enfoques para a formação da 
matriz global: um a partir da matriz obtida com o Mêtodos dos 
Elementos Finitos e outro a partir daquela oriunda do Mêtodo dos 
Elementos de Contorno. 
São ent!o analisados alguns aspectos associados â Sime 
trizaç_ão da matriz global, bem como â resolução do sistema de 
equaç6es formado. 
Por fim, exemplos comparativos são elaborados no senti 
do de se verificar a eficiência dos procedimentos mostrados ate 
então. 
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ABSTRACT 
The present work is concerned with the development of 
computational procedures for numerical analysis in which it is 
advantageous using Boundary Elements and Finite Elements for -
solving potential problems. 
The main procedures employed so farto deal with phi-
sical and geometrical descontinuities in Boundary Element ana-
lysis are studied. 
Two approaches are studied to form the complete global 
matrix combining the FEM and BEM: one obtainning an equivalent 
matrix from the Boundary Element matrices and another by the 
condensation of the Finite Element Matrix on the boundary nades. 
rt is also presented a discussion concerning some 
aspects of Symmetrization of the Global Matrix obtained with 
the BEM and the resolution of the final system of equations. 
Finally, comparative examples are presented aimming 
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CAPTTULO l. 
l'l'HRODUÇA·o 
1' .1 - DESCRIÇÃO HISTÕRICO-BIBLIOGR~FICA 
Hã muito se vem desenvolvendo a ideia de se combinarem 
os 2 principais mêtodos numêricos: o mêtodo dos elementos de 
contorno e dos elementos finitos. 
Sabe-se bem das facilidades e limitações que cada um 
oferece e, portanto, torna-se necessãrio que se possibilite fa-
zer com que os dois metodos se desenvolvam ã mesma proporção. 
Este trabalho se destina exatamente a apresentar os 
problemas e as vantagens de um 11 software 11 que combine o MEC e o 
MEF, alem de procurar de forma definitiva resolver alguns aspe~ 
tos relativos a descontinuidades flsicas ou geomêtricas. 
São muitas as aplicações em que se torna notõria a van 
tagem da combinação que ora se apresenta, entre as quais: 
- No âmbito de problemas de campo (potencial): 
. Fluxo de temperatura 
. Proteção CatBdica em Estruturas off-shore 
. Fluxo de um liquido sobre uma estrutura 
- No âmbito de elastostâtica 
• Interação solo-estrutura: Sabe-se que uma malha de 
elementos de contorno modela de forma muito simples 
o solo, como meio infinito ou semi-infinito. 
2 
Fig. I.I - Interação Solo - Estrutura 
com Malha Conjugada 
- No âmbito de Elastodinâmica 
Anâlise de cravabilidade de estacas, utilizando, por 
exemplo a equação da onda de Smith. 
Soltcitaç[o peri6dica de estacas. 
Com o intuito de introduzir alguns conceitos acerca da 
combinaç[o dos dois mªtodos, Brebbia 111 apresenta a obtenç[o 
da matriz equivalente a do Mitodo dos Elementos Finitos a par-
tir daquelas oriundas do Mãtodo dos Elementos de Contorno. Es-
te procedimento foi ent[o desenvolvido por Brebbia, 
Wrobel em 121. 
Telles, 
Neste trabalho, com base no que se coloca por GEORGIOU 
110[ se mostra tanto o procedimento acima, quanto aquele em que 
se obtªm a Matriz Global por condensação da Matriz calculada 
3 
pelo MEF. 
O Metodo dos Elementos Finitos, sendo hã mais tempo es 
tudado e portanto mais difundido possui jã uma grande gama de 
protessos e têcnicas para a resoluç[o dos problemas que se a-
presentam em sua implementação. 
Para o Mêtodo dos Elementos de Contorno, encontram-se 
ainda em pesquisa soluções para algumas dificuldades a ele ine-
rentes, tais como: 
- problemas de descontinuidade fisica e 
(
11 problemas de canto 11 }; 
geometrica 
- formação de uma matriz não simêtrica e cheia, o que 
não permite a utilização direta dos algoritmos ate 
então desenvolvidos para resolução de sistemas simê-
tricos e em banda; 
- dificuldade de se obterem soluções fundamentais para 
problemas de meios cujas propriedades fisicas variam 
de ponto para ponto (meios não homog~neos). 
Em contraste a esta ultima propriedade, o MEF se apre-
senta com sucesso para a discretização de meios não homogêneos, 
uma vez que pode acomodar coeficientes fisicos a variaçffes esp~ 
ciais por meio de aproximaçoes polinomiais, com pequenos elemen 
tos. 
Por outro lado, quando se trata de imersões em meios 
isotrôpicos ou infinitos e semi-infinitos, o MEC mostra resulta 
dos bem mais precisos, envolvendo menor numero de elementos, e, 
portanto, com menor custo operacional (para modelagem da estru-
4 
tura) e computacional (para a resolução da mesma). 
Quanto ao 11 problema de canto 11 , PATTERSON JSJ apresenta 
a introdução de um elemento não conforme que faz afastar o pon-
to fonte do canto critico, por extrapolação de valores da fun-
ção de interpolação no elemento. 
Por outro lado, MUSTOE 161 indica para problemas de 
elasticidade o também afastamento do ponto fonte, desta vez, 
mantendo intacta a função de interpolação. 
Finalmente RUDOLPHI 171 aplica um tratamento geomêtri-
co para o problema não deslocando o ponto fonte, mas valendo-se 
da prõpria geometria da descontinuidade. 
Em se tratando das características da matriz formada 
(não simêtrica e cheia), AMORIM l5i estudou duas alternativas 
para resolver problemas da elasticidade com o mêtodo dos elemen 
tos de contorno e dos elementos finitos combinados. A conclu-
são daquele trabalho e que utilizando-se colocação com procedi-
mento indicado GEORGIOU llül para considerar descontinuidades 
de fluxo, bons resultados são obtidos quando não se simetriza 
a matriz do MEC. A simetrização leva a resultados pobres. O 
mêtodo de Galerkin tambem foi testado, no trabalho de AMORIM on 
de pode-se verificar que para este caso simetrizar ou não leva 
ao mesmo resultado. 
l .2 - APRESENTAÇ~O DO ESCOPO DA TESE 
A fim de desenvolver sentimento na combinaç[o dos mêt~ 
dos, procurou-se com este trabalho, resolvendo problemas de cam 
po, criar um embasamento físico e, mormente computacional que 
5 
possibilite a implementação das soluções jã consagradas para e-
lastostãtica e elastodinâmica lineares (e, eventualmente nao 
lineares), para 2 ou 3 dimensões. 
as capTtulos 2 e 3 apresentam respectivamente as formu 
lações do mêtodo dos elementos de contorno e elementos finitos 
para a resolução de problemas de Campo. 
No capitulo 4 encontram-se descritos os Mêtodos da Co 
locação e de Galerkin para a integração no contorno de elemen-
tos constantes e lineares (!TEM 4.1). O item 4.2 apresenta os 
tratamentos dados aos problemas de canto jã indicados no item 
1.1: os procedimentos associados ao Mêtodo da Colocação (ele-
mento não conforme, elemento interpolado e tratamento geomêtri-
co) e ao Mêtodo de Galerkin. 
O capitulo 5 encerra os critêrios utilizados matemãti-
ca e computacionalmente para a combinação dos mêtodos. Encon-
tra-se tambêm um estudo sobre a resolução do sistema formado, 
composto por uma matriz contendo uma parte simêtrica e em banda 
e outra assimêtrtca e cheia. 
Os programas de computador implementados para as anãli 
ses descritas nos capftulos 4 e 5 s[o comentados no capitulo 6. 
Finalmente, o capitulo 7 contêm exemplos comparativos 
e anãlise de resultados para os diversos procedimentos utiliza-
dos. 
Em anexo, apresentam-se as referências bibliogrãficas 




O METODO DOS ELEMENTOS-DE CONTORNO APLICADO 
A PROBLEMAS DE POTENCIAL 
A equação de Laplace extendida apresenta-se como uma 
das que governam alguns dos problemas de campo e pode ser apre-
sentada como da forma abaixo: 
ou, de forma mais geral, 
ü 
ax 
(hx ~) + - 3- (_hy ~) + ÀU = c 
@x cly dY 
para dominio íl (ver fig. I I . 1 ) cujo contorno pode ser 
em duas partes: 
. ru + u prescri"to (_condições de contorno essenciais) 
. rq + q prescrito (_condições de contorno naturais) 
s e n d o q = au / an 
Por ~implificação: pode-se tomar hx = hy = 1 
=c=O, ficando-se portanto, com a Equação de Laplace: 




e À = 
(_II.3) 
7 
Fi g . Il . 1 - 'D e f i n i ç ã o d o D o mi no .Jl. 
e dos Contornos ru e r1q 
Para a formulação da equação integral associada ã ex-
pressão (II.3) pode-se utilizar do Mêtodo dos Residuos pondera-
dos (Referências l 11 e l 21) atravês da função peso u*, que nos 
fornece: 
onde: q* = au* 
an 
(q-CJ)u* dr - J 
r u 
(u-u)q* dr (II.4) 
Integrando por partes 2 vezes o termo da esquerda e o-
perando conforme indi'cado na Ref. 121, chega-se a: 
J q u* dr -
rq 
u* dr+ Jr u 
q 
q* dr + L U q* dr 
u(I I. 5) 
8 
Se supusermos uma fonte concentrada em um ponto •ç•, 
a equação de Laplace mostrada acima se torna: 
v2u*(ç; x) + t(ç; x) = O (II.6) 
ond~: t(ç; x) ~ a função Delta de DIRAC que assume os seguin-
tes valores: 
t(ç; x) = O para ç + x 
t(ç; x) = oo para ç = x 
Resolvendo-se a equaç[o (II.6) para um domlnio infini-
to, obt~m-se u*(ç; x) que~ denominada SOLUÇ~O FUNDAMENTAL. 
Desta forma, temos: 
J u(v 2 u• + Ai)dn = 
Q 
i 
+ u ' o que, para satisfazer a 
equaçao (II.6) se torna: 
J u[v 2u•) do= 
íl 
i -u 
Aplicando a exp. (II.7) em (II.5), ficamos com: 
u ( ç) + J * u(x)q (ç;x)dr(x) + J U(x)q*(ç;x)dr(x) = 
r r q 









Ou, observando quer= ru + rq: 
u + J u q* dr= J u* q dr (II.9) 
r r 
Demonstra-se que, para um meio isotr8ptco, as soluçffe~ 
fundamentais s[o: 
Para 3-0: u* l (_II. 10) - = 
4Tir 
(_TRIDIMENSIONAL) 
Para 2-0: u* l Q, n (-1-) - = 
2'IT r 
(_BIDIMENSIONAL) 
onde r ê a distância do ponto campo x ao ponto fonte (e;), onde e 
aplicada uma fonte concentrada. 
A equaçio (_II.8) permite obter a solução u(c;) para um 
ponto e; do domlnio. 
A expressão que permite calcular u para pontos do con-
torno pode ser obtida conforme mostrado na Ref. l l l e ê dada 
por: 
C(,;) u{,;) + J u(x)q*(,;;x)dr(x) = J q(x)u*(,;;x)dr(x) (II.11) 
r r 
onde e; i:: r. 
A função C(~) ê dependente da posição de~ e, conside-
rando pontos pertencentes ou não ao contorno, pode ser dada co-
mo se mostra a seguir. 
\ 
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Para ç pertencente a um contorno suave, C(ç) = 1/2; 
Para ç interior ao domínio, C(ç) = 1, o que repro-
duz a equaçio (11.9}; 
Para ç exterior ao domlnio, C(ç) = O. 
Com o objetivo de proceder ã anâlise numªrica, o con-
torno e dividido em elementos, interligados por n6s onde se in-
terpolam os valores do potencial u e do fluxo q. 
De acordo com a função de interpolação utilizada, te-
mos os nas funcionais coincidentes ou não com os nBs geom~tri-
cos, conforme se observa pelas figuras seguintes. 
Nós Geométricos Nós Funcionais Nós Funcionais = Nós Geométricos 
( a l (b) 
Elementos Constantes Elementos Lineares 
Fig. II .2 - Discretização do Contorno em 
Elementos Bi - Dimensiona is 
Passamos então a expressar as integrais indicadas na 
equação (lI.11} em forma de somatBrios da contribuição de cada 
elemento discreto: 
11 
Ci(ç)ui(ç) + ~ J uJ.(x)q*(ç;x)dr(x) 
j=l r. 
= ~ J qJ.(x)u*(ç;x)dr(x) 
j=l r . 
J J 
(II.12) 
sendo mo numero de elementos nos quais o contorno ê discretiza 
do. 
Os valores de u.(x) e q.(x) e as coordenadas cartesia-
J J 
nas x~ no interior de um elemento j são aproximados através de 
1 -
funções de interpolaç[o Nk(x) da seguinte forma: 
um 
u. = [si (X) U . (X) 
J -J 
q . = ~(x) q . (X) J "'J 
x. 
j 
= ~(x) X~ (x) 
1 1 
Escreve-se então a 
elemento j_' 
e. (e;) N 
1 
da seguinte 












eq. (II.12) para ç pertencente a 
forma: 
( 
u. ) N (ç)q*(c;;x)dr(x) = J 
r. 
J 
N (ç)u*(ç;x)dr(x) (II.14) 
r. 
J 
Convãm que se opere uma mudança de vari~veis, utilizan 
do coordenadas intrlnsecas ao elemento ao invis de cartesianas, 
conforme se acha esquematizado a seguir: 
1 2 
NÓ 1 Lx NÓ j 
~ = -1 ~=o ~ = + 1 
Fig: II. 3 - Coordenadas lntrinsecas 
Para isso, devemos fazer a transformação: 
dr(x) = l{I dti (II.15) 
onde 
1 ~- 1 
ê o jacobi'ano da transformação, ou seja: 
1 ~ 1 = jc dx 1 12 + ( dx 2 ) 2 (Il.16) 
dn dn 
Desta forma, a express!o llI.14) passa a se apresentar 
da forma abaixo: 
1 
m ( 
C.(n)N (n)u. + r u. 1 N (n)q*(_l;;x) 1 J 1 dn = 1 - 1 j=l J J "' -1 
1 
m ( 
= r qj J 
N (n)u*(ç;x) 1 J 1 dn (II.17) 
j=l "" ' -1 
13 
Com o intuito de se formar um sistema de equações li-
neares, aplica-se o Mêtodo dos resíduos ponderados, utilizando 





uj f w\ç) [f ~, (n)q*(ç;x) l~ld~dr(ç)= 
r -1 
1 
qj f W1 (s) [f ~i (n)u*(ç;x) l~ld~dr(s) 
r -1 
( I I . 1 8 ) 
14 
CAPTTUtO III 
o ME'. To D o. D os E L EM E N Tos F I N I Tos A p L I e A D o A p R o B L EM As D E p o TE N e I A L 
A expressio (II.2} pode ser escrita utilizando resi-
duas ponderados e adotando as simplificações a ela impostas em 
(II.3) conforme se apresenta ã Ref. 131, da forma abaixo: 
a 
ax 
(ou)+~-ª - (_ou)} dx dy = J q ÓU d f 
ay ay 
(III.1) 
Se adotarmos uma discretização do domínio em elementos 
triangulares como mostra a figura III.1 de tal forma que poss~ 





XI X3 X2 




(): II . 2) 
triangular 
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encontramos: au au a ( óu) º'ª2 = ª2; = ª3' = ax ay ax 
a (ôu) ó -- = ª3 cly 
Passamos assim a ter, em forma matricial: 








onde A e ãrea do elemento discreto. 
Como se procura calcular as incõgnitas no interior do 
elemento, em função das obtidas nos nõs do elemento, 
utilizar da exp. (I1I.4) 
u 1 1 l 
.. 
xl Y1 'ªl 
u 1 = l X2 Y2 ª2 2 
1 u. 
11 ~ 
l X3 Y3 ª3 
ou seja: ue = C' a 
= .. C-• 
pode-se 
(TII.4) 
onde C' ~ a matriz contendo as coordenadas x e y dos nas que de 
finem cada elemento. 
A inversa da matriz C' nos fornece a relaç[o entre 




ª1 1 e 11 c12 c13 
1 ª2 = c21 C22 c23 
ue = e ue (III.5) 
ª3 jc31 c32 C33 
onde: 
e 11 = (X2Y3 - X3Y2)/1J. 
c12 = (X3Y1 X1Y3)/'1 
cl3 = (x 1y 2 - x2y 1)/'1 
c21 ;:: ( y 2Y 3) / '1 
c22 = (Y3 y 1)/'1 
c23 = (yl y 2)/'1 
c31 = (x3 x 2 )Jf1 
C32 ;:: (xl - x 3 )/'1 
C33 = ( x2 - xl )/'1 
O termo da dtreita da equação (III.3) pode ser então 
escrito da forma: 
(_III.6) 
17 
Desta forma fica expresso em termos matriciais o lado 
esquerdo da eq. (111.1). O lado direito da mesma se refere ao 





Fig. m. 2 - Prescrição de Fluxo 
Distribuído ao Longo 
da Face 2 do Elemento 
Podemos assim expressar a prescrição, da forma: 
(3) 
J ( 2) 
q ou ar (--51,_ Á' = q uu 2 + 2 
5/, 
2 







(l II. 3) 
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A expressio (III.l) fica matricialmente expressa por: 
ó Ue,T ke ut ó ue,T e = p 
"' 
ou: 
ke ue = Pe (III.8) .,.. .,. 
A fim de simplificar o cilculo das funç5es de interpolaç[o, -e 
conveniente expressi-las em coordenadas naturais ou triangula-
res, (ç 1 , ç 2 , ç3 ), dividindo o elemento em 3 triingulos de a-
reas A1 , A2 e A3 (A 1 + A2 + A3 = A), tal que: 
(2) 
Fig. IIT .. 3 - Áreas Discretas 
para Cálculo das 
Coordenadas lntrinsecas 
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As relações das coordenadas intrinsecas com as carte-
sianas sio as seguintes: 

























y 1 xl Y1 1 xl Y1 
1 1 
Y2 ' 
ç = --1 X y ' s = --1 x2 Y2 2 2A 3 2A 
Y3 1 X3 Y3 l X y 
cll c,2 c,3 
1 (X2Y3 - Y 2x3) + x(y2 - Y3) + y(x3 - xz) 1 
c21 c22 c23 
1 (.X3Y 1 X1Y3) + X (y 3 - y l) + y(Xl - X3) 1 
c31 C32 C33 





Se invertermos a matriz anterior, obtemos as 
cartesianas em funçi-0 das triangulares: 




= x, x2 X3 r; 2 





ASPECTOS ESPECIFICOS DO M~TODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 
IV.l - DISCRETIZAÇ~O DO CONTORNO 
A expressão (II.18) apresenta a equaç[o geral que per-
mite calcular inc5gnitas nodais a partir da discretização do 
contorno em elementos. 
Conforme fora colocado anteriormente, as inc5gnitas no 
interior do elemento são aproximadas a partir daquelas calcula-
das nos nõs de extremidade por meio de funções de interpolação 
que são em geral polinômios. 
Em particular, neste trabalho, serão desenvolvidos os 
elementos constantes e os lineares. Nos primeiros, considera-
se variação constante de~ e~ no interior do elemento. Nos se 
gundos, adota-se uma distribuiçio linear. 
Por outro lado, a mesma expressão (11.18) indica a in-
trodução da função de ponderaçio w1 (~). A diferente escolha 
desta nos leva a uma aproximação tipo colocaç[o ou uma aproxi-
mação tipo Galerkin. 
No mêtodo da colocação, toma-se para função de ponder~ 
çao a função 'Delta de Dirac', com as particularidades apresen-
tadas a seguir: 
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w!l(ç) = ll(çi, ç) , i = 1, ... , m (IV.l.l) 
onde ç!l s[o pontos selecionados no contorno, habitualmente coin 
cidentes com os pontos nodais. 
Assim, pela definição desta função jã apresentada a 
priori, temos: 
. J f(ç;x) ~c,2. x)dç " f(ç\ x) ; ç § r 
No mêtodo de Galerkin, toma-se para função de ponde-
ração a prÕpria função de interpolação, i .e., 
onde N1 (ç) = O se ç nio pertence ao elemento !l. 
IV .1.1 - Elementos Constantes 
IV.1.1. l - Elementos Constantes pelo Mêtodo da Colocação 
Se considerarmos, conforme definiçies anteriores: 
i) N(n) = 1 (funçio de interpolação constante unttâria} 
i i) w\t) = ll(ç9.,, ç} (_expressao IV. 1. l) 
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iii) 1~1 L = -2- para elementos retilTneos (express[o (_II.15)) 
L - comprimento do elemento. 
Podemos escrever a eq. (_II.18) da forma abaixo: 
+ ~ [_:_j_ J l q * (t,; .ll , x ) d n} u . = ~ [-l I l u * ( ç .ll , x ) d n] q · 
j=l 2 J j=l 2 J 
- 1 - 1 
(IV.1.3) 
Esta ê a expressão geral para elementos constantes no 
Mêtodo da Colocação. 
Para fins de implementação, escreveremos a 
acima em forma matricial (Ref. Ili): 
expressão 
onde: 
.... L. ( 
hQ,j = 














E 951,J· qJ. 
j=l 
X 6 r. 
J 
(IV.1.4) 
Quando .ll varta de 1 a m (_nGmero de elementos) o seguin 
te sistema ã obtido: 
H u = G q (_IV.1.5) 




h,Q,j = h,Q,. se ,Q, + j J 
I"' 
h ,Q,j = ht. + e t , se ,Q, = j J 
Deve-se observar que C,Q, 1 = -2- se o contorno for sua-
ve, o queª o caso dos elementos constantes. 
IV. 1. 1.2 - Elementos Constantes pelo Mêtodo de Galerkin 
Tomando agora os parâmetros: 
i ) N(n) = 1 
i i ) wt ( i:;) = N,Q, ( n) = 1 n b rt 
WQ,(s) = o 
' n $ rt 
i i i ) 1 ~I L = -2-
Podemos escrever a eq. (II.18) como se segue (de acor-












( ( L. __ J_ 
2 




J J u*(c;x)dn(x)dr(tl qj 
r -1 ,Q, 
(IV.1.6) 
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Aplicando a mesma nomenclatura utilizada no item IV.l. 






( J u*(ç;x)dn(x)dr(ç) 





J J q*(c;x)dn(x)ctr(c) 
r t -1 
IV.1.2 - Elementos Lineares 
IV.1.2. l - Elementos Lineares pelo Método da Colocação 
Se as funções de interpolação são lineares, o potencl 
al e o fluxo são aproximados sobre um elemento como se apresen-
ta ã fig. IV.l, i.e.: 
Fig. N. 1 - Funções de Interpolação 
Lineares 
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N Cn )_ = 1 ~ 1 Cn) ~2Cn) 1 .... 
ou seja: 
u (n) = ~l (n)u1+~2Cn)u2 
q Cn) = ~1Cn)q1+~2(n)q2 
sendo: 
~ l (_n) 
l (1 n) -- -
2 
~2 (n) = 
1 (_ l + n) 
2 
Aplicando estas funç5es de interpolaç[o na exp. (II.8) 
e ainda considerando a funç[o de ponderaç[o W(s 1 ) = ~c, 1,s) e 
b 1 1 
















Utilizando a nomenclatura anterior, podemos escrever: 
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1 
= J ,J, 1[n)qj(ç\x)dn 
-1 
l 
;lj+l = J •2~)qJ+ 1[ç1 ,x)dn 
-1 
1 
gij = J ,J, 1lnluJ[ç 1 ,x)dn 
-1 
1 
gij+l = J •2(n)uJ+i[ç 1 ,x)dn 
-1 
Da mesma forma, podemos escrever: 
H u = G q 
~ 'C"'\ ~ ~ 
Conforme jã mostrado no item IV.1.1.1 (exp. IV.1.5). 
IV.1.2.2 - Elementos Lineares pelo Mêtodo de Galerkin 
Assumindo as funç6es: 
- ~Cn} = 1 ~ 1 (n) ~2 ln) 1 
- W t {X } ,;: N t (_ ç ) 
""' 
= ,~,(r;) ~2Cr;)I, ç, G rt 
Wt ( s) = o ' ç, $ r i 
1 J 1 = L ..... -2-
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1 L . 
J 
T J q*(r;,x)~j(.n)dn dn u. -2- -J 
-1 
1 L . ( T 
J 
J u*(s ,x)~j (n)dn dn q. -2- -J 
-1 
(IV.1.8) 
Mais adiante (no ltem IV.2.2), esta expressão sera tra 
tada de forma mais explicita, sendo ar apresentado inclusive um 
enfoque matricial, voltado para implementação numérica. 
IV.2 - PROBLEMAS MOTIVADOS POR DESCONTINUIDADES GEOMETRICAS E 
FÍSICAS 
A idgia que se apresenta no Mãtodo dos Elementos Fini-
tos e a de somar contribuições de cada elemento aos nõs, tanto 
no que diz respetto â Matriz!, quanto ao fluxo~· 
Portanto, n[o se sente de forma significativa o probl~ 
ma da destonttnutdade geomªtrtca ou flsica (_de fluxo ou poten-
ctal), conforme se apresenta na figura IV.2.1. 
A carga equivalente nodal na fig. IV.2.1 serta corres-
pondente â soma das contrtbuiç6es dos elementos 1 e 2. 
= 





No Mêtodo dos Elementos de Contorno, os valores nodais 
são os assumidos por estas funç5es nos nBs, ou seja, o valor n~ 
dal de g n[o representa lcomo no MEF) carga equivalente nodal. 
Desta forma, s pode assumir valores diferentes 8 esquerda e i 
direita de nõs. 
Estes valores tanto podem ser prescritos quanto causa-
dos por uma descontinuidade da normal ao contorno. 
Conforme se observa â fig. IV.2.2, o fluxo; dependen-
te do contorno na medida em que ê obtido pela derivação do po-












Se adotarmos uma malha com elementos de contorno cons-
tantes~ o problema da descontinuidade nio aparece, na medida 
em que o ponto fonte na verdade ê colocado no ponto mêdio do e-
lemento e, portanto, deslocado do canto ou da descontinuidade, 
conforme se observa ã fig. IV.2.3. 
Nós Geométricos 
Funcionais 




Para problemas de potencial envolvendo malhas 
com elementos de contorno, os elementos constantes nos 
apenas 
levam 
a bons resultados. No entanto, em se combinando estes com ele-
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mentas finitos, os resultados se deterioram, na medida em que 
ocorre descontinuidade de fluxo na interface das 2 malhas, 
conforme se observai fig. IV.2.4. 
Fig. N.2 .4 - Combinação de Elementos 
de Contorno Constantes 
com Elementos Finitos 
Lineares 
E fâcil observar que a descontinuidade ocorre tanto p~ 
la não coincidência dos nõs geomêtricos e funcionais, quanto das 
funç6es de interpolaç[o. 
Com a adoção, de elementos lineares, esta descontinui-
dade deixa de existir, criando-se entretanto o seguinte proble-
ma: qual o valor de fluxo a adotar no nõ de descontinuidade? 
A soluçio que mais claramente se apresentou foi a ado-
ção do 11 nõ duplo" (_Ref. 1911, isto ê, a criação de 2 nos com 
as mesmas coordenadas, conforme se observa na fig. IV.2.5. 
No M~todo da~Colocaç[o, formam-se 2 linhas exatamente 
iguais na matriz G especificada no item IV.l. 
Cada termo Hki e Hkj multiplica seu respectivo 
de potencial ui e uj. 
valor 
Da mesma forma, cada Gkt e Gkj multiplica respectiva-
mente q1 e qj. 
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...Jl.. 
Fig, N.2.5 - Descontinuidades Simuladas 
por No' Duplo 
Duas críticas surgem de imediato a esta solução: 
- a primeira diz respeito ao aumento do nDmero de graus de li-
berdade, em conseqüência, do aumento do número de linhas das 
matrizes. 
Considerando, no entanto, o fato de serem estas descon 
tinuidades encontradas em nGmero reduzido, se comparado com o 
nGmero total de equaçffes, esta crTtica nio inviabiliza a solu-
çao. 
- a segunda toca a hipBtese muito provãvel de se ter ui= uj, 
o que leva 8 singu1artdade da soluçio, uma vez que as linhas 
i e j da matriz G sfo iguais. 
""' 
Al~m disso, independentemente das condiçBes de cantor-
no adotadas, na soluçio adotada ~ara a formação de uma matriz 
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de potencial global lelementos finitos+ contorno), conforme se 
observarã no item V.l.2, hã que se inverter a matriz~- Com 2 
linhas iguais, esta matriz torna-se singular ln[o inversível). 
Esta Ultima crltica portanto, inviabiliza a 
com o no duplo para o Mêtodo da Colocação. 
solução 
Serã observado, no entanto, que no M~todo de Galerkin, 
esta lim1taçio i inexistente lRef. 151), na medida em que as 
linhas i e f das matrizes H e G não são iguais. 
"' 
Considerando, o fato do gasto maior em termos computa-
cionais ao se adotar o Met. Galerkin jã que hã que se integrar 
2 vezes no contorno (consulte expr. IV.l.6 e IV.1.8), novas so-
luções foram pesquisadas em termos do Mãtodo da Colocação. 
A solução que se apresenta mais viãvel a priori~ a do 
nõ duplo modificado: desloca-se o ponto fonte do canto para o 
interior do elemento, modificando-se a função de interpolação 
(solução do elemento 
,.., 
nao conforme), de, acordo com o que se apr~ 
senta no item IV.2.l.l. Esta solução faz com que se gerem e-
'f"' diferentes 2 
,.., 
prõximos canto. quaçoes para os nos ao 
Mais recentemente, apresentou-se a hipõtese de sedes-
locar o ponto fonte do canto para o interior do elemento, não 
se modificando a funçio de interpolaç[o, isto 6, mantendo as 
incõgnitas nos pontos extremos do elemento (solução do elemento 
interpolado), conforme se apresenta no item IV.2.1.2. 
Uma outra hipBtese tambêm recente e analisada neste 
trabalho ã se gerar apenas l na na descontinuidade, expressan-
do-se o valor de g numa face do contorno, proporcional ao da 
34 
outra face lsoluçio por tratamento geomªtrtco}, a partir do que 
se especifica no 1tem rV.2.1.3. 
Ao final do ltem fV.2 seri tambgm analizada a soluç[o 
pelo Mitodo de Galerkin tltem rV.2.2). 
IV.2.1 - Soluções utilizando o M~todo da Colocação 
IV.2.1.1 - Elemento Nio Conforme 
das 
Conforme fora deduzido para a exp. IV.1.7, 
matrizes H e G ""' dadas sao por: 
<"" ~-
h .. = I ,~1 ~1,qij dr. -lJ J 
j 
g .. = I 1~1 ~11u1j dr. .-.lJ J 
j 
As funç6es de interpolaç[o s[o dadas por: 
(Veja figuras IV.2.6 e IV.2.7) 
~X ) = -}--(1 - n) 
~2 = -}--ll + ~X ) 
1 
= - 2-{l + n) 
os termos 
O elemento n[o conformeª formulado, de tal modo que o 
nE funcional g deslocado da extremidade do elemento, mudando-se 
a funç[o de interpolaçio e a posiç[o da inc8gnita nodal, como 




Fig. IS[. 2. 6 - Coordenadas 
Intrínsecas 





Fig.N.2.8 - Funções de Interpolação no Elemento 
~A -,), Pontb Fonte .. no 
Ex trem o do Elemento 





o Ponto Fonte Deslocado 
Esquerda 
A parte hachurada representa a extrapolação da funç[o 
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@ [] @ ________ 3 a ® [!] 
CD @ --
a 
Fig. N.2.9 - Exemplo de uma 
Malha paro Utilização 
Fig. N.2.10 - Deslocamento do Ponto 
Fonte e Sentido 
de Elementos nao 
Conformes 
de lntegraçã o 
camente com 4 pontos de Gauss. Eventualmente, em malhas pou-
co refinadas, pode-se precisar de 6 pontos. 
- A integração sobre o 4 tambêm se farã numericamente, porem 
com 20 pontos, visto que o ponto fonte fica muito perto da 
singularidade, ã medida que se caminha para o extremo final 
do elemento 4. Isto pode ser observado com facilidade ao to-
marmos a soluçio fundamental definida no Ttem 2 para proble-
mas bi-dimensionats. 
u* = 1 ln C-1-} 
r 
onde r = distincia do ponto fonte ao ponto campo. 
~ medida que os pontos de tntegraçio se encaminham para o fi-
n a l do e 1 emento 4 , a d i s t â n c i a r a 1 1 ( c o n s i d era n d o 11 2, 11 p e q u e-
n o) vai tendendo a um valor reduzido, levando a funçio acima 
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para um valor muito grande. 
Apresenta-se, a seguir, o procedimento alg~brico adota 
da para as integrações (_de acordo com Ref. 141): 
i) Integração analitica no elemento contendo o ponto fonte 
y 
i.l) Considerando extremo inicial deslocado: 
CD ® 
X 
<t> (h)= -a 
2 'I -e-a 
Fig.N.2.1.1 - Funções de Interpolação para o Elemento nao 
Conforme Contendo o Extremo Inicia I Desloca do 
- Novas Funções de Interpolação: 
~, = 
i(_l-n) 
2 (_,Q,- a) 
<I> 1 ( ~ ) 




- Di'sta·ncia r: 
- Matriz H: 
<'"' 
h .. = o' 
1 1 






{_l+n) - a 
pois ----ª...!:!_ - O no elemento 
ôn 
l 





gl l = 3C -
2(t-a)(Ct-Ca))- 2a 















(C 2 + ~~) tn(t-a)-
51, 
e, 
(t-a) tn a (IV.2.6) 
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onde c1 = 4 (_t- a) 
y 
i.2) Considerando Extremo Final Deslocado: 
X 
® 
<h( n l 
- b 
e- b 
Fig.N.2,12 Funções de Interpolação para o Elemento nao 
Conforme Contendo o Extremo Final Deslocado 
- Novas Funç[es de Interpolação: 





2 Ct~ o) 
- Distância r: 
r = 





921 = 912 do caso anterior (_i.1) 
922 = g11 do caso anterior (i.1) 
(IV.2.8) 
(_IV.2.9) 
Este metodo, permite portanto que se gerem 2 linhas di 
ferentes para os cantos com nõs não coincidentes evitando a sin 
gularidade em caso de prescrição do mesmo potencial nos dois 
nEs e permitindo que se prescrevam 2 valores diferentes de flu-
xo para os mesmos. 
ii) Integração Numérica: 
A integração numêrica dos outros elementos se deu da 
forma usual (.Ref. 1 e 2), apenas considerando o ponto fonte 
deslocado, com suas novas coordenadas. 
IV.2.1.2 - Elemento Interpolado 
No Ttem anterior, foi apresentado um mitodo em que se 
deslocava o ponto fonte, mudando-se as funçBes de interpolação. 
Apresenta-se a seguir um procedimento em que ao inv~s 
de se deslocar o ponto ao qual se associam inc8gnitas nodais 
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(nE functonall, passa-se a. conservar este ponto no extremo de 
elemento deslocando-se apenas o ponto fonte para o interior. 
Para isso, a tnc3gntta no ponto deslocado 6 expressa pela fun-
çao de interpolação dada pela exp. IV.2.7 em função 
dos extremos, conforme se observa na fig. IV.2.13. 
~~--;::-:::::--~--:;::::~~:::......._~uj(I) 
1 
<l>, (til ui-1 
Fig. N.2.13 - Função de lnterpoldção 
<!> 1(ti) para Elementos 
1 nterpolados 
daquelas 
Observa-se que as funções de interpolação, bem como o 
nE funcional não mudam, mas apenas se desloca o ponto fonte pa-




~i (Pi) e ~2(Pi) = valor'es das funções ~l Cn) e ~2 (.n) no 
ponto fonte (p 1 e p2). 
As ltnhas do sistema~~=~~ correspondentes aos 
pontos fonte p1 e p2 sio escritas então pela exp. (IV.2.11): 
1 1 1 m m 
C1(~1(n)ui-l + ~2(n)ui) + I: h u. = I: g p 1 j q . j=l plj J j = 1 J 
2 2 2 m m 
C2(~1 (n)ui+l + ~ 2 Cn) ui) + I: h p2j u. = I: gp2j q. j=l J j = 1 J 
(IV.2.11) 
P . . 1 t ara J=1 , orna-se 
(IV.2.12) 
O anexo I apresenta um exemplo da montagem das matri-
zes~ e~ para a formulaçio com o elemento interpolado. 
Surgem portanto 2 quest6es importantes: 
1) Qual a melhor distância de afastamento do ponto fonte I que 
nio dtstorça os resultados mas que tambijm n[o cause proble-
mas de stng~lartdade ou mal condictonamento? 
Na anãltse do elemento nlo conforme, observou-se que 
quanto menor for esta dist!ncfa, melhores seriam os resultados, 
na medtda em que se reduztrta a parte extrapolada da funçio de 
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interpolaçíio. 
Com o elemento interpolado, este problema não se torna 
tâo serio pois n~o h~ extrapolação. A melhor distância depende 
portanto do tamanho do elemento, associado ao grau de refinamen 
to da malha; parâmetros queserao analisados com mais cuidado 
no capitulo VII. 
2) Como proceder ã integração ao longo do elemento contendo o 
ponto fonte? 
De forma anâloga ao procedimento de integração utiliz~ 
do no m~todo do elemento não conforme, foi utilizada integração 
numérica para os elementos que não contêm o ponto fonte, aumen-
tando-se o nGmero de pontos de Gauss para o elemento adjacente 
ao mesmo. 
As integrais no elemento com o ponto fonte foram elab~ 
radas analiticamente. Apresenta-se a seguir uma analogia grãfica 
do cãlculo desta integral para o elemento com e sem o nõ de ex-
tremidade deslocado. (Consulte Fig. IV.2.14). 
Do ponto de vista algebrico, as integrais 
tomam a forma mostrada a seguir: 
analiticas 
i} Integração analltica, considerando o ponto fonte deslocado 
da extremidade esquerda. (Veja Fig. IV.2.15). 
* Ue 
1. 
ti= - 1 
ti= - 1 




i,=-1 ti = + 1 
'1 = - 1 t} = + 1 
(a) Ponto Fonte no Extremo Esquerdo (e) Ponto Fonte Deslocado do Extremo 
Esquerdo 
~I. 









ti = -1 ~=+I 
(b) Ponto Fonte no Extremo Direito 
'1 = + 1 ti= - 1 
'1 = + 1 t} = - 1. 
( d") Ponto Fonte De si o e ado do Ex trerr 
Direi to 
Fig. N.2.14 - Analogia Gráfica do Cálculo das Integrais da Matriz G , 
com o Ponto Fonte no Extremo e com o Mesmo 




~ = -1 t:, t)= o t) = + 1 
Fig. N.2.15 - Definição da Variavel 
"TAX" 
TAX = percentagem deslocada em relação ao comprimento total 
ao elemento. 
- Distância r: 
r = 




. (n+ i T l i ) (IV.2.13) 
h11 -= h12 -= O, conforme deduzido na exp. (_IV.2.4). 





- -f- J _ /" 
+ 








Resolvendo a integral, ficamos com: 
(_1-n)dn (IV.2.14) 
~ 1 Cn) 
t I T 1 + 1 2 ( 4- ( 1 T 1 + 1) 2 . 
g11 = - {2in2-2tnt - (_ 
1 ) tn(_l+IT11) - ( 





+ _3_ (IT11+1)2} 
4 
(IV.2.15) 
O câlculo de g12 analogamente pode ser feito por: 
912 
1 
= -f- I 
+ -1 
Q,·n 1- 2 1 Q, 
t(n+IT1I) 1-2-(l+n)dn 
1 ~ 1 u* ~ 1 Cn) (IV. 2. 16) 
g 12 = _t_ {2t~2-2tnt - -
1-Cl+IT 1 1)(3-IT1 l)tn(_l+IT 1 1) 4 2 
2 
CIT11-1) tnCIT11-1} + 2 - IT11 
2 
crv. 2. 1 7) 
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ii) Integração analitica~ considerando o ponto fonte deslocado 








2 1 . 
1 
(l+n)dn=g Da exp. IV.2.17. 
2 Cn+ 1 T 1 1 ) 
2 (1-n)dn=g Da exp. IV.2.15. 
( I V . 2 . 1 8 ) 
Assim como no mêtodo do elemento nio conforme, 2 li-
nhas diferentes são formadas para nos coincidentes, permitindo 
que se prescrevam 2 valores de fluxo diferentes e resolvendo o , 
problema da descontinuidade física e geomêtrica. Deve-se obser 
var que se tem neste caso a violação da condição de continuida-
de de potencial, porem isto não perturba a anãlise 
conforme se verã no Capitulo VII. 
numerica, 
Convem ressaltar que este mêtodo apresenta grandes va~ 
tagens em relação ao do elemento não conforme (o que se verifi 
carã no item 7), especialmente ao se resolverem problemas com 
malhas conjugadas (_Elementos Finitos+ Elementos Contorno). 
t fâcil constatar este fato em termos teõricos, pois 
o elemento não conforme faz gerar uma descontinuidade de poten-




Fig.N.2.16- Descontinuidade Causada pela Combinação de Elementos nao 
Conformes com EI eme ntos Finitos Lineares 
Uma forma de resolver este problema seria criar na in-
terface um elemento finito não conforme que possuisse potencial 
coincidente com o de contorno. 
Esta solução nio ê necess5ri~ no entanto, em se dispo~ 
do do elemento interpolado. 
IV.2.1,3 - Tratamento Geomêtrico 
Com o intuito de se resolver o problema da descontinu1 
dade f1sica e geomêtrica sem que se aumente o numero de graus 
de liberdade do sistema estrutural e, portanto, do nGmero de e-
quações, Rudolphi (_Ref. 7)_ apresenta uma solução semelhante ã 
apresentada por Ch.audoneret (_Ref. 151) para elasticidade, na 
qual se faz adotar um valor para~ na descontinuidade geomgtri-
ca em funçio da pr8pria geom~trta, valendo-se da relação: 
q = .a u 
an 
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, onde n ia direç[o normal ao contorno. 
A relaça·o apresentada na Ref. 171 ê dada por: 
= ( sen e ) e ) 
qC 2 ) q(_l) + - l+cos 8 · P( 2 ) + P(.l) (_IV.2.19) 
onde P(l) e P(. 2) sâo componentes do fluxo nas direções tangen-
tes aos elementos no na de canto, conforme mostrado~ figura 








p = -(2) 
au 
as 
Fig.N.2.17 - Fluxo e Derivadas Tangentes 
no Canto 
Mas, como sabemos: 
LI.= ~-(_S) LI (IV.2.20) 
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Podemos portanto escrever a eq. (IV.2. 19) da forma: 
onde: 
q = q + D u + D u -(2) -C1) ""'(2) =(2) -(1) ~(1) 












3qil 3qi2 ub(2) 1 aqi, dql2 
q(2) = q(l) + { + 
ôs as (2) uc 1 
3S as 
onde: 












dertvadas da função de i.nterpolação 
.... 
sao 
e calculadas pelas exp. (_lV.2.24). 
~ f 1) (.s) s ·a~ f 1 ) l .= 1 - --+ = -
.Q, l os .Q, e, 1 
~il)(.s) 
s º~e,) l 1 + . 2 = --+ = 
.Q, l d .Q, ( l ) 
~f2)(.s) 
s a~ f 2) 1 = 1 - --+ = -
.Q,2 as .Q, (2) 
~~.2)(.s) 
s º~ i2) 1 = l + --+ = 
.Q,2 as .Q, ( 2) 
e e 
Fig. N. 2.18 - Funções de Interpolação 




A equaçã·o (JV. 2. 23) pode então ser escrita da forma: 
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+ { -1 1 
ub2 
+ 1 1 
ua 
} K q (2) = q(l} 
R, 2 R,2 uc R, 1 R, 1 ubl 
(IV. 2. 2 5) 
ou seja: 





R, 2 R, l 
(IV.2.26) 
Se considerarmos que haja continuidade de potencial no 
contorno (caso geral), temos: ub( 2) = ub(l)· 
Desta forma, a eq. (IV.2.24) fica: 
u + a 
(IV.2.27) 
A expressão anterior nos indica que a correção do fluxo 
se dã na verdade pela correção do potencia 1, is to ê, fazendo uma 
redistribuiç[o dos termos da matriz H, pois, como sabemos da 
""" 
ex p . (IV . 1 . 5) : 
H u = G q 
":""', ....... -=- ~ 
Observa-se que os 3 termos modificadores da matriz H ,... 
nada somam a ela, mas apenas fazem uma redistribuição das con-
tributç5es na linha correspondente ao nB onde ocorre a descon-
tinuidade. 
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Isto se torna claro, fazendo a soma: 
1 1 
-----+ {IV.2.28) 
t 2 t 1 
De forma mais explícita, esta redistribuição se faz da 
seguinte forma, tomando como base a figura IV.2.16: 
Para cada n5, verifica-se se o fluxo prescrito e o an-
terior (q(l)) ou o posterior (q( 2)). 
Se q ( 1 ) for prescrito, usamos a exp. (IV.2.27), isto 
e' adotamos ~ para a linha b do vetor g) subtrai mos 
{k(GP) - 1-)} 
1 b R,2 a toda coluna 
H. , c correspondente a uc' somamos 
correspondente a u a e subtrai 
a toda coluna Hib correspondente a ub. 




A seguir, faz-se uma conexio anãloga i anterior para a 
matriz H . .,.., 
O anexo 11 apresenta um exemplo da correção da matriz 
H, face a uma descontinuidade, tratada por este mgtodo. 
"" 
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Podemos, em termos te6rtcos, colocar uma importante lj_ 
mitaçã-0 a este mgtodo, considerando-se que este exige continui-
dade fisica (_q(J)_ = qC2 )l em cas-o de continuidade geomêtrica 
(8=0), o que vem sempreª o caso em uma anBltse num~rica. 
IV.2.2 - Solução Utilizando o Mêtodo de Galerkin 
A exp. (IV.1.8) nos apresenta a equação fundamental 
dos elementos de contorno utilizando como função de ponderação 
a pr8pria função de interpolaçâo N(n), traduzindo portanto o 
"" 
Método de Galerkin. 
A implementação deste mêtodo envolve a resolução de in 
tegrais duplas, algumas das quais com singularidades, quando o 
ponto fonte (ç) coincide com o ponto campo (x). 
O problema da singularidade jã fora tratado anterior-
mente e, de forma anãloga ã implementação dos mêtodos anterio-
res, serã seguido o procedimento abaixo para o cãlculo das inte 
grais. 
Para elementos nio contendo o ponto fonte, as duas in-
tegrais serão calculadas numericamente, por Pontos de Gauss 
( R e f . i 5 j ) , conforme se mostra g r a f i c ame n te a f i g . IV . 2 . l 9 • 
Algebricamente, as integrais s[o obtidas por meio das 
exp. (IV.2.30) e (JV.2.32). 
55 





~'= + 1 
Fig. N.2, 19 - Integração Numérica com 
4 Pontos de Gauss no 
Metodo de Galerkin 
- Matriz H: 
l 
1 J L SI,. Jl h .. =--. --
lJ 2 2 
1/2(1-11 1 ) 
1/2(1+11 1 ) J 
_d_(Sln - 1-) - 1-(1-11) - 1-C1+11) d11)d11 1 
-1 -1 




h ~ ~ 
SI, •. SI,. m' m d l = 1 J E w.(1-ç.) E w. (Sln )(_l-çj) 
1 J 16 t=l 
1 - 1 · 
j=l J d11 r .. 
1 J 
12 SI, •. SI,. 
m• m d 1 
h;-j = 
1 J z: w.(1-ç.) r w. {_Sln )(_l+çj) 
1 6 i' = l 
1 - 1 · 
j=l J dn ri'j 
h~~ 
SI,. SI,. m• m d 1 1 J w.(l+ç.) I: . (_Sln )(_1-çj) = E w. . l J 
16 i'= 1 
1 - 1 · 
j=l J dn r ... 
1 J 
onde: 
22 h .. = 
lJ 
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Q, •. Q, • m• m d 1 1. J E w.(l+ç .. ) E w. (i n )Cl+çj) 
16 t=l 
1 - l . 
j=l J dn r .. 
lJ 
()'V. 2. 31 ) 
w. = valor da funç[o peso em cada ponto de gauss. 
1 
ç. = valor da coordenada de cada ponto de integração. 
1 










1 /2 ( 1 +n •) 
cJ Q, n - 1 - - 1-Cl-n) - 1-( l+n) dn)dn I 
r.. 2 2 
-1 lJ -1 
Numericamente, temos: 
11 
g .. = 
1 J 
12 
g .. = lJ 
21 
g .. = 1 J 
22 
g tj = 
Q, • Q, • 
1 J 
16 
Q, • Q, • 
1 J 
16 
Q, • Q, • 
1 J 
l 6 

















w.(1-ç.) 1 . 1 · 
Wi(.l+ç;) 














1 w. in --
J r .. 
1 J 
1 
Q, n w. 
J r ... 
1 J 
1 
Q, n (1-çj) w. 
J r .. 
1 J 
1 
Q, n (.l+sj) w. 




Observa-se que, para cada elemento, forma-se uma ma-
triz 2x2 ao invªs de 2 termos, como ocorrera no Mgtodo da Colo-
caç[o, ou seja, para cada integraçio entre elementos, temos: 
h~~ h~~ 11 l 2 g .. g .. 
h .. 
lJ lJ , J , J 
= g .. = -,J 
h~ '. h~~ 
"', J 21 22 g .. g .. 
1 
, J , J , J , J 
Estes termos podem ser melhor compreendidos, se asso-
ciarmos de forma grâfica as funções de interpolação envolvidas 
para o cãlculo de cada um, conforme se apresenta ã fig. 
20. 
IV. 2. 
t importante ressaltar que, como os elementos adjacen-
tes àquele contendo o ponto fonte estão sujeitos ã singularida-
de, para estes serã adotado numero maior de pontos de Gauss. 
Resumidamente, podemos tabelar os numeras de pontos de 
Gauss utilizados nas integraç5es pela tab. IV.2.1. Estes nGme-
ros se apresentaram necessãrtos e suficientes para se 
bons resultados. 
Elemento NOmero de pon- Numero 
tos 11 Fonte 11 tos 
Adjacentes àquele 
contendo o ponto 20 
fonte. 
D ema t s· 4 
TAB. IV. 2. l 
obterem 








(o) hij , gij - Termos Associados à Linho @ e à Coluna @ 
CD 
i2 
1 2 12 
(b) hij.gij - Termos Associados à 
j 1 










@ @ ( d ) h i j , g ij -Termos Associados à Linha e à Coluna 
Fig.N.2.20- Representação Grafice dos Termos das Matrizes H 
para o Metodo de Galerkin. por Associação às 
Funções de Interpolação 
e ~ 
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iil Elemento contendo o ponto fonte 
As integrats ao longo deste elemento traduzem as subma 
trizes da diagonal das matrizes H e G. 
~ ~ 
As submatrizes correspondentes S diagonal da matriz ~ 
são resultantes da contribuiçio do primeiro termo; esquerda da 
exp. (IV.1.8)., pois o segundo termo, em nada contribui(~= O), 
dn 
como jã fora colocado anteriormente. 
A contribuição deste termo independente foi obtida ana 
liticamente, conforme aponta o 
guir: 
procedimento algêbrico a se-
e . . = 
















7T i •, 
1 
8 
7T i i 
8 
N(n') {C{n') NT(n')}dn'• = 
1/2(_1-n') 1 (1-n') 1 e 1 +n 1 ) dn' 
l/2(_l+n') 2 2 
(IV. 2. 3 4) 
1 
7T .\!, • ( 
J 



















f (l+n'ltl-n')dn' ~ 
-1 
1 
f (l+n')(l+n')dn' = 
-1 







1T .Q, • 
1 
6 
'lT .Q, • 
1 
3 
As submatrizes da diagonal da matriz~ serão 
analiticamente em n e numericamente em n 1 • 
r,=lti 1-n1e r2=('1-l11 )e 
~=-1 
~· = -1 
2 2 
~ = +I 
~I: + 1 
Ponto de Singularidade 
Fig.Ill.2. 21 - Distâncias do Ponto Campo em 
Relação a Singularidade para 






t ~ J G .. =~ ,... 1 1 
l/2(J-n 1 l 
1 / 2 (_l +n 1 )_ 
( l 
{ \ R-n(-) - 1-Cl-n l - 1-Cl +n) 1 dn + 
onde 
G ~ ~ 
1 1 
J -1 r l 2 2 -1 
l 




r = 2 




Resolvendo as integrais em n, ficamos com: 














+n 1 ) i n (n 1 + l )-
G~~ = R-2 
11 -
( 2 
J {(_l+n 1 )_(_tn -2tnt+2-n' (_- __ 3 __ _ n +n 1 )tnén 1+l)-
1 6 2 2 
-1 
'2 




1 1 1 1 
G~~=G~~ 
1 1 1 1 
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Oóserva-se que. as integrais acima apresentam singula-
ridade â medida em que se caminha para os extremos do elemen-
to. 
Para calcula-las com menor numero de pontos de Gauss 
com mixima precisio, foi utilizada a mudança de variiveis pro-








f _n_ c1-e 2)+e (1-ne)'cte 
2 




COMBINAÇÃO DOS M~TODOS (MEC + MEF) 
A exp. lIV.1.5) definé matricialmente de modo simplifi 
cada o Mãtodo dos elementos de contorno, isto g: 
H u = G q 
- -- f'd, -
O Metada dos Elementos Finitos se apresenta matricial-
mente pela exp. (III.8). 
k u = p 
"" ,... 
Este capítulo se destina a mostrar a forma pela qual 
e possível combinar as duas expressões fundamentais, bem como 
colocar de forma resumida alguns aspectos decorrentes 
combinaçao. 
V. l - FORMAÇitO DA MATRIZ DE POTENCIAL EQUIVALENTE 
desta 
Primeiramente, torna-se necessãrio compatibilizar os 
vetores 9 e p, uma vez que se definem de formas diversas: 
,, I"" 
g = vetor que cont@m o valor do fluxo nos nBs de contorno. 
E= vetor que contªm o valor do fluxo equivalente nodal. 
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A relaçio existente entre estes g a Matrtz de Interpo-
laçâo M que traduz o fluxo equivalente nodal em funç[o do uni-
forme ao long-0 do elemento, por meto de uma aproximaçao linear. 
p = M (V. 1 ) 
Os dois mgtodos de combinaç[o apresentados a seguir se 
utilizam desta expressão fundamental. 
V. 1.1 - Condensaçao da Matriz de Potencial obtida com o Mêtodo 
dos Elementos Finitos. 
Este m~todo se baseia na técnica de sub-regiões utili-
zada no MEC e se define matematicamente da seguinte forma: 
(a) Domínio Discretizado por ( b ) Contorno A presentando 
Malha Conjugada Região de Interface 
Fig. II..I - Domin.io e Contorno em Malhas Conjugadas 
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A regi[o 1 pode ser definida por: 
1 ~-1 
(V.2) 
A regtã'o 2: 
1 ~2 
u 
1 ~-2 §_~ 1 
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1 
H i 1 ~2 
ui 
= i . ~-2 
"'I I 9.r I 
(V. 3) 
Impondo nas eqs. (_V.2) e (V.3) as condiçõ·es da inter-
face 
9. i i Ej i = Sr = ~II 
(V. 4) 
ui ui i = = ~II ""I 
Ficamos com: 





t Gt i' 




ou, escrevendo as equações lV,5} e lV.61 em conjunto, temos: 
K i i o ui M o fr -~I .91 ~:, C"' ,-,, ,-,. l ,-,. 
= (_V.7) 
o Hi Gi ~2 si o G S2 ,--. ,-,.2 ~2 .,.., -.2 
~2 
V.1.2 - Obtenç[o da Matriz Equivalente ao MEF a partir do MEC 
A alternativa que se propõe neste item se baseia na 
transformação da exp. (IV.l .5) de forma a se obter uma matriz 
nos moldes da exp. (_III.8). 
O procedimento analítico utilizado para este fim e a-
presentado a seguir: 
Multiplicando os dois lados da expressão pela 






A matriz de potencial equivalente a do Mgtodo dos ele-
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mentes finitos fica portanto: 
{V .11) 
E o vetor de fluxo equivalente nodal, 
M q 
"" ... (V.12) 
O procedimento acima serâ utilizado para a combinação 
dos mêtodos em questão. 
Observa-se com facilidade que a solu~âo de problemas 
de descontinuidade por nõ duplo no Mêtodo da Colocação não fun-
ciona para este procedimento, pois causa singularidade na inver 
-1 são da Matriz~ , na medida em que gera 2 linhas iguais. 
O mesmo não ocorre com os metadas de colocação em que 
se aplicam tratamentos de canto como os vistos no capitulo IV. 
No Mêtodo de Galerkin, o nõ duplo pode ser usado auto-
maticamente, pois o metodo gera 2 linhas diferentes na matriz 
~ para os nas de mesma coordenada, conforme pode ser observado 
pelas exp. (IV.2.33}. 
V.2 - OBTENÇ1tO PARA PONTOS INTERNOS AO DOMÍNIO 
E comum que sejam requeridos os valores de potencial 
em pontos interiores ao domfnio discretizado por elementos de 
contorno, conforme mostram os pontos A e B da fig. V.2.1. Para 
a soluç[o deste problema, hâ que se obterem os valores do pote~ 
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cial e fluxo ao longo de todo o contorno. 
·® 
.@ 
Fig.1[.2.1 - Pontos Internos ao 
Dominio 
Um dos m~todos de se obterem estes valores na interfa-
ce se baseia na condensação dos mesmos relativos~ malha de 





Pi + 2 ----=*'---+---
Fig.1l .2.2 - Fluxo na Região de 
Interface 
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A condensaçio fornece os fluxos equivalentes nodais 
i (g ). Por isso, hâ que multiplicâ-los pela inversa da Matriz 
M -1 -de Interpolaçao (~ l, obtendo o fluxo distribuido no contorno 
i da interface (~ }. 
Na implementaç[o numêrica empregada neste trabalho, ao 
invês de se proceder a esta multiplicação, optou-se por resol-
ver o sistema mostrado na exp. (V.l), por exigir menor numero 
de operações computacionais. 
A partir da obtenção dos vetores u e q em todo o con-
";'""' ";""'~ 
torno, a so1uça·o (_~} ê calculada por meio da equaça·o integral 
para pontos do interior, que ã similar ã exp. (IV.1.3) onde 
C(ç) = l. Neste caso, deve-se observar que as integrais sio 
regulares pois pontos campos e fontes não serão coincidentes em 
nenhuma situação. 
V.3 - O PROBLEMA DOS 11 SOLVERS 11 ENVOLVIDOS E A SIMETRIZAÇAO 
MA T R I'Z G LO B AL 
DA 
A matriz ke apresentada na eq. (V.11) nâo possui as .,..c 
caracterlsticas de banda e simetria peculiares â matriz ke for-
mada pelo Mêtodo dos Elementos Finitos (exp. (III.8)). 
O que se observa inclusive ã que quanto menos refinada 
for a malha de elementos de contorno, menos simêtrica ê a ma-
triz equivalente ke. ,....c 
Observa-se tambgm que a nio~simetria estâ intimamente 
ligada ao tratamento que for dispensado ao problema de descon-
tinuidades geomêtricas e f1sicas (Ttem IV.2}. 
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Estes aspectos estio analisados de forma comparativa e 
dedutiva no capltulo VII. 
A fim de se procurar minimtzar o 11 transtorno computa.:. 
cional 11 causado pela resoluçio de um sistema de eq4ações (li-
near, para o problema em questão) não simêtrica, propõe-se 
que seja introduzida uma condição externa de simetria dada pela 
media entre a matriz de potencial global e sua transposta, ou 
seja, (pela Ref. llOI}. 
ks = 1 
2 
(V. 13) 
Esta alternativa, apesar de levar em certos casos a 
bons resultados nada tem a ver com o problema ffsico causador 
da não simetria. No entanto, serã testada no capltulo VII. 
O problema da não simetria, associado ao custo compu-
tacional e agravado com o aumento do numero de graus de liber-
dade do sistema estrutural n[o deve ser resolvido, no entender 
do autor, com uma condiçâo externa meramente algêbrica. Esta 
posição~ ref@rçada, levando-se em consideração o atual desen-
volvimento progressivo de recursos de Hardware e Software (mê-
todos avançados em pesquisa para resolução de sistemas esparsos 
não simêtrtcos).. 
A alternativa da simetria ã sugerida apenas para oca-
so de se usarem algoritmos de resolução do sistema de equaç6es 
j ã'. d e s e n v o 1 v t d a s· p a r a o m ê to d o d o s E 1 em e n to s f i n i to s . 
Deve-se ainda considerar que, em geral, o numero de 




menor que os mesmos associados a elementos finitos, o que suge-
re uma ststemSttca de resoluç[o do sistema global. em 4 passos, 
como segue abatxo: 
19 Passo: Reordenáçâo do sistema a fim de se dividir a parte 
sim~trica em banda k b da não sim;trica k (ftg .. V~ 
,,.5' 
2. 3}. 





Fig .12". 2. 3 - Reordenação do Sistema 
29 Passo: Condensação da matriz ~s,b nos nõs de interface (fig. 
V.2.4). 
39 Passo: Resolução do sistema k 1 u 1 = q' não simêtrico. 
~ ~ 
49 Passo: Obtençio de ~s,b por retro-substituiç[o. 
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" ' 1 r 1 r 1i " ' 1 1 ! 1 ' ' 1 1 1 1 ' '\.' 1 l 1 1 l 1 ' ' '\ ' 1 1 1 1 
' '\ 1 
1 = 1 1 1 1 1 '\. ' 1 ! 1 1 ' ' 
J Fl 1 1 ~ 1 k' L "' 
Fig .1l.2.4 - Condensação do Matriz ~s.b 
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CAPfTU LO V l: 
PROGRAMAS IMPLEMENTADOS 
Foram implementados programas para resolução de malhas 
combinadas com os diversos mêtodos apresentados anteriormente, 
os quais se apresentam resumtdamente abaixo: 
PROGRAMA OBJETIVO 
FEBOl - Implementação de elementos de contorno constan-
tes 
FEB02A - Implementação de elementos de contorno lineares 
sem tratamento de descontinuidades. 
FEB02B -· Impl ementaça'o do elemento de contorno interpola-
do. 
FEB02C Implementação do elemento de contorno <" - nao con-
forme. 
FEB020 - Implementação do tratamento geomêtrico para o 
problema de descontinutdades. 
FEB02G - Imp1ementaça'o do Mªtodo de. Galerldn. 
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A se9ut~ apresenta-se um dtagrama de blocos geral para 
todos os programas. Parttculartdades de cada um estio documen-
tadas em sua pr8prta 1tstage~. 
Diagrama de Blocos T1'píco dos Programas Implementados 
Programa 
Principal 
· SÜbrt. Entrada 
Subrt. Monfem 
Subrt. Monfeb 
' Subrt. Armat 
- -- --·-- --- ·------- -
Subrt Monbem 












Subrt. Monrig 2 
Subrt. Rigel 





oi!) Subrt. Bdif 
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- Subrottna ENTRADA 
Desttna-se a entrada de dados ao programa. 
- Subrotina MONFEM 
Destina-se a montar a matriz de rigidez global de es-
truturas contendo apenas elementos finitos. 
Neste caso, ê montada a matriz triangularizada, a fim 
de se utilizar 'a posteriori I um solver que se utilize das ca-
racterísticas de banda e de simetria (Subrotina 'Solvem'). 
Acessa as seguintes subrotinas: 
- Subrotina RIGEL 
Destina-se a calcular em coordenadas intrinsecas (conf. 
def. no éàp'ftüloII'I).'à matri'z·de poteiicqlal década·--·- elemento 
finito. 
- Subrotina MONRIG2 
Desti'na-se a efetivamente montar a matriz global, a 
partir daquela de cada elemento, de acordo com procedi'mento a-
presentado na Ref. 3. 
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Subrottna ~ONFEa 
Desttna-se tamb~m a montar a matriz de potencial para 
os elementos ftnitos, desta vez, sem levar em conta as caracte-
rTsticas de banda e simetria. 
Acessa as seguintes subrotinas: 
- Subrotina RIGEL 
- Subrotina MONRIGl 
Destina-se a montar efetivamente a matriz global a pa~ 
tir dos resultados da RIGEL, considerando malha composta tanto 
de elementos finitos quanto de contorno. 
- Subrotina ARMAT 
Destina-se a armazenar os termos da matriz global cor-
respondentes â contribuiç[o da malha de elementos finitos nos 
n6s da interface, a fim de posteriormente calcular o fluxo dos 
mesmo (por meio de k. 
=l 
u. = p. + i = interface). Ml ~, 
Este fluxoª utilizado para cãlculo do potencial em 
pontos internos, conf. colocado no ftem V.2. 
- Subrotina MONBEM 
Destina-se a calcular as matrizes H e G relativas â ma 
~ ~ 
lha de elementos de contorno e montar o vetor de fluxo (q). 
~ 
Acessa as segutntes: 
- Subrotina BDTF: 
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Calcula as integrais numffricas das matrizes~ e~ para 
elementos nio contendo o ponto fonte. 
- Subrotina BfGUAL 
Calcula as integrais analíticas das matrizes~ e~ pa-
ra elementos contendo o ponto fonte. 
- Subrotina INVER 
Destina-se a inverter a matriz G, calculada em MONBEM 
""' 
por Metada da Eliminação de Gauss. 
- Subrotina PRODUTO 
Destina-se a proceder o produto (G-l * ~). 
- Subrotina CORRIGE 
C a 1 cu 1 a a Ma t ri z d e i n ter p o 1 ação_ -lM)_, __ c_0_rr_j_gin_d_o_0_p_l"_O __ _ 
= -
-1 duto calculado em 11 PRODUT0 11 (_~ § ~) e o vetor de fluxo Cí;! ~). 
(A matriz~ estS apresentada no anexo V). 
- Subrotina MONTA 
Destina-se a somar as contribuiç5es da malha de elemen 
tos de contorno â matriz global j6 iniciada com a parte de ele 
mentas finitos (_subrt. MONFEB). 
Acessa as seguintes: 
- Subroti'na MRIG 
Soma os termos da matriz (~ G-l H) . 
...... ~ ~ 
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"'StJbrottna VCAR 
Soma os termos do vetor de fluxo equivalente (~ q}. 
~ ~ 
- Subrotina CONCl 
Destina-se a introduzir as condiç5es de contorno para 
prescriç[o de potencial (u) na matriz de potencial criada pela ..., 
Subrt. MONBEM (sem a caracterfstica de banda). 
O critgrio utilizado nesta subrotina estâ apresentado 
num exemplo ao anexo VI. 
- Subrotina CONC2 
Destina-se a introduzir as condições de contorno para 
prescrição de potencial (u) na matriz armazenada em banda na .... 
Subr. MONFEM, conforme Ref. 3. 
- Subrotina SOLVEM 
Destina-se a resolver o sistema de equações com a ma-
triz em banda (_formada em 11 MONFEM 11 ), conforme se apresenta na 
Ref. 3. 
- Subrotina SOLVER 
Destina-se a resolver o sistema de equaç6es 
em 11 MONTA 11 pe'lo Método da Eltmtnaçâo de Gauss. 
montado 
Esta subrotina pode ser otimizada e uma proposta para 
esta otimizaç[o se apresenta no Ttem V.3. 
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- Subrotina MDDIP 
Desttna-se a executar o 29 passo da prescriç[o de ~' 
conforme tndicado no anexo vr. 
Esta subrotina calcula tambêm o valor do fluxo de nos 
de interface entre as malhas de elementos finitos e de contor-
no. 
- Subrotina FORCE 
Desttna-se a calcular o valor do fluxo distribuído em 
cada elemento finito, tornando como base o seu centro de gravi-
dade. 
- Subrotina INTERNO 
Destina-se a calcular o valor do potencial em pontos 
internos do domfnio circundado pela malha de elementos de con-
torno, conforme indica o item V.2. 
- Subrotina SAIDA 
Destina-se ã impress[o de resultados. 
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CAPÍTULO 'V U: 
AN~LISE DE RESULTADOS E COMPARAÇAO DOS METODOS CONSIDERADOS 
PARA RESOLUÇAO DO PROBLEMA DE DESCONTINUIDADES 
Este capitulo tem o objetivo de avaliar de forma tão 
correta quanto poss1vel não sB a metodologia utilizada para a 
combinação dos Métodos dos Elementos Finitos e dos Elementos de 
Contorno, como tambêm os procedimentos estudados para a resolu-
ção do problema de descontinuidades fisicas e geométricas, ine-
rentes ao Mêtodo da Colocação. 
Conforme fora analisado ho Capitulo IV (_item IV. 2), o Me-
todo de Galerkin não apresenta limitações â adoção da técnica 
do 11 nõ duplo 11 para a resolução do problema de canto, uma vez 
que as linhas da Matriz G formadas para dois nõs que simulam 
""' 
descontinuidades são diferentes. Por esta razão e pelo fato 
I ' 
de se adotar como função de ponderação a prõpria função de in-
terpolação lconforme se observa no item IV.2.2), o Mêtodo de 
Galerkin leva, em geral, a resultados melhores com malhas menos 
refinadas, se comparado com o Mêtodo da Colocação. 
Mas, se por um lado ganha-se em precisão, com o Método 
de Galerkin, por outro, perde-se no custo computacional, jâ que 
este extge maior tempo de execução (_tempo de CPlJ) para a mont~ 
gem das matrizes~ e G, uma vez que hi que se integrarem asso-
""' <", 
luç5es fundamentais 2 vezes ao longo da malha. 
81 
Analisando-se entretanto esta condt~io sob um o.utro 
prisma, otserva-se qye o M@todo da Colocaçio, ao extgtr uma ma-
lha mais reftnada para chegar a resultados melhores, faz aumen-
tar o tempo gasto para a resolução do sistema de equaç6es. 
Portanto, a maior viabilidade deste Ultimo método i di 
retamente proporcional ã maior eficiência do "solver" emprega-
do. 
Considerando-se o cada vez maior nDmero de pesquisas 
na ãrea de resolução de sistemas envolvendo matrizes cheias e 
não simêtricas e ainda, levando-se em conta o fato de, em geral 
para grandes estruturas, o numero de graus de liberdade associa 
do ã malha de elementos de contorno ser reduzido, em relação ao 
numero total de deslocabilidades da estrutura, o Método da Colo 
cação tende a se impor. Daí o interesse de se resolver de for-
ma definitiva o problema de canto. 
Sendo assim, para se proceder ã verificação de resulta 
dos, sao elaborados 4 nlveis de anãlises, a saber: 
- Comparação dos 3 rnêtodos de colocação, tomando ma-
lhas formadas apenas por elementos de co~torno e re-
solvendo o sistema formado pelo procedimento apresen 
tado no 'ftem V.1.2 CM G-l H u-= M q}. 
~~- ~?4- ~7"'-
- Comparaçio dos 3 mãtodos de colocação, tomando ma-
lhas compostas por elementos finttos e de contorno. 
- Anffltse das malhas da anãlts~ anterior, impondo-se 
a simetrizaçio da matriz de Potencial Global apresen 
tada no item V.3. 
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- Coroparaçio do Mªtodo da Colocaç[o que melhor se apr~ 
senta nos exemplos uttltzados nos passos anteriores, 
com o Mªt-0do de Galerktn. Nesta fase, proceder-se-
~º refinamentos sucessivos das malhas analisadas 
anteriormente, atê que se alcancem resultados tão 
satisfat3rios quanto aqueles obtidos com Galerkin. 
Estes refinamentos se destinam â avaliaç[o dos parâ-
metros eftciãncta dos resultados vs. tempo de CPU. 
A seguir s[o mostrados os problemas analisados, as ma-
lhas elaboradas e os resultados obtidos para cada mêtodo envol 
vida. 
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Y:U:.1 - COMPARAÇA'O DOS 3 Ml!TODOS DA CQl-,OCACA'O, TOMANDO 
FORMADAS APENAS PDR ELEMENTOS DE CONTORNO. 
Exemplo VII.1.1 - Fluxo de Calor 








q=-50 q= 50 
( a l Potencial ( b) Fluxo 
Figw.1.,.. Exemplo1ZIJ. I.I - Solução Analítica 
- Condições de contorno introduzidas 
ü=300 ~ 
u = o. 
iJ=~oo~ 
FigW.2 - Exemplo1ZII.1.1 Modelos 






























- Modelo B tusado para a soluç[o por elemento nio con-






















2 3 X 
A 
Fig.W. 4 - ExernploW.1.1 Modelo B 
85 
i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO (_b) 
Elemento Interpolado . 408 
Elemento Não Conforme . 397 
Tratamento Geomêtri'co . 397 
TAB. VI1.1 
ii} Resultados para Potencial 
TAX=.100 
Ponto Solução Elemento Elemento Não Tratamento 
Analitica Interpolado Conforme Geomêtrico 
l 1 250.000 251 .375 247.344 252.326 
2• 50.000 50.009 52.656 49.059 
3• 150.000 150.001 150.000 150.001 
41 250.000 251 .375 247.344 252.326 
5• 50.000 50.009 52.656 49.059 
TAB. VI1.2 
iii) Resultados para Fluxo Equivalente Nodal 
Ponto Solução Elemento Elemento Não Tratamento 
Analítica Interpolado Conforme Geomêtrico 
A . 000 ·ººº .000_ .000 
B - 150 - 180.000 - 133.489 - 150.000 
c . 000 .000 .000 .000 
D 150 150.000 133.489 150.000 
T AB . VI 1. 3 
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O problema que se ap~esenta neste exemplo e de grande 
stmpltctdade, uma vez que a vartaçio de potenctal e fluxo e ex-
pressa por funç&es constantes ou ltneares. 
Como a função de interpolação utilizada na formulação 
dos procedimentos e linear, os resultados devem ser teoricamen 
te exatos. 
A tabela VII.3 nos indica a exatidão dos resultados ob 
tidos para fluxo equivalente nodal no contorno para os procedi-
mentos do elemento interpolado e do tratamento geométrico. 
Os resultados calculados com o elemento nao conforme 
estão praticamente exatos, uma vez que a solução analitica para 
o fluxo e diferente, devido ao afastamento do nõ funcional do 
canto (neste caso, tomado como 10% do comprimento do elemento). 
Se tomarmos, a matriz de interpolação~' calculada para o ele-
mento não conforme pelo Apêndice V, e prê-multiplicarmos pelo 
vetor de fluxo distribuido no elemento de acordo com a figura 
VII.l(b), obteremos para os pontos A, B, C, D respectivamente os 
valores: O., -133.31, O, 133.31. 
Pode-se dizer que os valores de potencial calculados 
para os pontos internos apresentaram uma incerteza maior que 
aqueles encontrados para fluxo. 
Este fato se dâ fundamentalmente por 2 razões: primei-
ramente, pelo escasso reftnamento da malha e em segundo lugar, 
a causa mais influente g o fato de a dist!ncta ao contorno dos 
pontos internos ser reduztda, se comparada com o comprimento 
dos elementos. Sabe-se que, do ponto de vista prãttco, o ideal 
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ê que esta dtst!ncta seja igual ou supertor ao comprimento dos 
elementos roats p~6xtmos ao ponta tnterno, a ftm de obter maior 
prects[o com a tntegraçio no contorno, mormente nos cantos. Es 
ta caracterlstica foi introduzida propositalmente no modelo, a 
fim de se observar qual dos 3 procedimentos utilizados estaria 
menos sujeito a esta imprecis[o e, em princlpio, para este exe~ 
plo, o processo do el~mento não conforme se mostrou mais efici-
ente. 
Interessante e notar que para o ponto interno central, 
os resultados s[o os mesmos para os 3 processos. Isso se faz 
sentir tambêm ao longo de todos os exemplos seguintes e se dã 
basicamente pela simetria da malha em relação ao ponto que faz 
reduzir os efeitos das integrações nos cantos. Alem disso, es-
te ponto e o mais distante do contorno. 
o 
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E.~ em p l o V!: t. 1 . 2 - F 1 ux o d e e a 1 o r 








x ) +I 
--X 
{ a ) Potencia 1 • (b) Fluxo 
Fig.W.5 - .Exemplo w. 1. 2 - Solução Anal(tica 





li li li 
li 
l::J l::J l::J f:::, 
' 
-
TI= 1 ü = 1 
.... 
ü = 1 
Fig1ZIL6 - ExernploW.1. 2 Modelos A/B 
Condições de Contorno 
q = Tí ctgh (TI )sen(llx) 
a a 
q = -
q = - 1í senh {~) 
a senh (TI) 
1í sen Tf x 
a senh {ifl ª 
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- Mocle.lo A Cusado para a soluçã'o por tratamento geome-
tri'col. 
2.0 v 2.0 J/ 





3' 6 D 
2.0 
2' 
, . 5 12 -t------
2.0 
_,...... 
2 3 4 X 
Fig:W.7 - ExemploW.1.2 Modelo A 
Modelo B tusado para a solução por elemento n[o con-
13 
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- Resultados da anãlise 
i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(b) 
Elemento Interpolado . 556 
Elemento Nio Conforme . 542 
Tratamento Geomêtrico . 444 
TAB. VII.4 
ii) Resultados para Potencial 
TAX=.10 
Solução Elemento Elemento Não 
Analítica Interpolado Conforme 
l. 094 l. 088 l. 057 
l . l 9 9 l . 188 l . l 63 





l . 188 
l . 284 
iii) Resultados para Fluxo Equivalente Nodal 
Solução Elemento Elemento Não Tratamento 
Analítica Interpolado Conforme Geométrico 
. 1517 . 132 . 185 - . 219 
. 758 . 811 . 798 . 813 
- 4095 ' - . 352 - . 423 - . 219 
- . 4351 - . 378 - 346 - . 381 
TAB. VI'I'.6 
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Ex. VII.1.2 - Mod. B 
- Anâltse da variação dos resultados do programa FEB02B (Eleme~ 
to Interpoladol com a dtstâncta do ponto fonte ao extremo do 
elemento, em relaç[o ao seu comprtmento. 
TAX Solução Potencial/ 
Ponto .250 . 100 .05 .005 Analitica Fluxo 
1 1 1 ~ O 88 1. 088 = = 1 . 09 4 Potencial 
2' l . 187 1 . 188 - = l . 199 li 
3• 1 . 280 1. 283 = 1. 284 1. 300 li 
A .022 .095 . 11 3 . 132 . 1517 Fluxo 
B .826 . 814 . 811 . 811 7580 li . 
e - . 299 -.329 -.339 -.352 - 4095 li 
D -.343 -.367 -.373 -.378 - 4351 li 
TAB. VII.7 
Nao se esperam do exemplo VII.1 .2 resultados tão preci 
sos quanto aqueles obtidos no problema anterior, para uma malha 
pouco refinada, uma vez que a variação do potencial e do fluxo 
n[o se dã de forma linear, como o são as funç&es de interpola-
ção implementadas. 
Para potencial, os resultados se mostraram praticamen-
te iguais nos 3 procedimentosu 
O fluxo equivalente nodal obtido com o elemento inter-
polado apresenta erros relativamente batxos, levando-se em con-
ta a malha 11 pobre 11 uttltzada. 
Em se tomando o processo do elemento nio conforme, ob-
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serva-se que a soluçi~ analltica deste fluxo para os pontos A, 
B, e, D; se calculada pela Matrtz ~ modiftcada g dada respecti-
vamente pelos valores ,131, .779, •. 484, -,425, indicando que 
para esta malha, o elemento interpolado leva a erros relativos 
menores que o elemento nao conforme. 
Interessanteª ressaltar que os resultados obtidos pa-
ra fluxo nos pontos A e C utilizando o tratamento geométrico 
são os mesmos, pois correspondem ao valor equivalente nodal ta~ 
to do contorno horizontal superior quanto do vertical. Desse 
modo, o fluxo esperado nestes pontos ê a soma daqueles encontra 
dos em A e C, ou seja, q = .1517 -. 4095 = -. 2578. 
Se somarmos os fluxos nos pontos A e C encontrados com 
o elemento interpolado, chegamos a p = - • 220 (praticamente o 
mesmo obtido pelo tratamento geométrico). 
Em virtude das observações feitas, o que se pode afir-
mar sobre a eficiência dos 3 processos para estas malhas e que 
o elemento interpolado e o tratamento geométrico levaram prati-
camente aos mesmos resultados, melhores que aqueles calculados 
pelo elemento nao conforme. 
Uma anãlise em separado se faz observar pela tabela 
VII.7, que traduz a variaçâo dos resultados de potencial e flu-
xo em funçio da taxa de afastamento do ponto fonte ao n6 fun-
cional do canto, em relaç[o ao comprimento do elemento onde se 
situa. 
-. 
A priori, o que se pode concluir e que esta variaçao 
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se faz senttr de forma bem menos stgntftcativ~ nos pontos do 
domi-ni:o (J •, 2•, 3 1 )_ que. nCls: de. contorno CA, B, e, D)., o que e 
esperado em virtude de o afastamento ocorrer no contorno. 
Considerando o fato de as malhas A e B apresentadas 
nas figuras VII.7 e VII.8 respectivamente se mostrarem pouco 
refinadas para o problema envolvido, neste exemplo, foram elabo 
rado 2 modelos adicionais que simulam a soluç[o analltica deli-
neada na fig. VII.5 e que se colocam a seguir: 
- Condiçôes de Contorno Introduzidas 
w lO 
lO lO l!) l!) co (\J <X1 - -li li li li li li li 
l:J l:J l:J 1::::, 1::::, l:J 1::::, 
Ü = 1 TI= 1 
TI = 1 
Fig W.9 - ExemploW.1.2 Modelos CID 
Condições de Contorno 
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- Modelo C (_usado para a soluçli'o por tratamento geomê-
trtcol_. 
V tAI.O 'f 1.0~ 1.0 r 1.0 + '·º ~- 1.0 r 1 , , - B 
19 18 17 16 15 14 13 
e 
1.0 














2 3 4 5 6 7 X 
Fig .W.10 - ExemploW:1.2 Modelo e 
- Modelo D (usado para a solução por elemento nao con-
forme e por elemento interpolado). 
y t 
A B 
21 20 19 18 17 16 15 
22 14 e 




27 I' 9 
28 8 --2 3 4 5 6 7 X 
Fig:W 11 - Exemplo W.1.2 Modelo D 
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- Resultados da anâlise 
i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(_s} 
Elemento Interpolado l. 4 76 
Elemento Não Conforme l. 435 
Tratamento Geom~trico 1. 203 
TAB. vrr.8 
iil Resultados para Potencial 
TAX=.100 
Ponto Solução Elemento Elemento Tratamento 
Analitica Interpolado Não Conforme Geométrico 
l 1 1.024 l . O 23 l . O l 5 l . O 23 
2• l. 094 l. 092 l . 085 l • O 9 2 
3• l . l 99 l . l 9 7 l . l 9 l l . l 9 7 
4• l. 300 l. 296 l . 29 2 l . 296 
5• l. 295 l . 291 l . 29 2 l . 291 
TAB. VlI.9 
iii} Resultados para Fluxo Equivalente Nodal 
1 Solução Elemento Elemento Tratamento Ponto 
Anali'tica Interpolado Não Conforme Geometrico 
A . 0438 . 040 . 047 - . l 79 
B . 2510 . 254 . 250 .255 
c - . 2261 - . 219 - . 246 - . l 79 
D - . 3236 - . 313 - . 290 - .314 
TAB. VlI.10 
96 
Anãlise da variação dos resultados do programa FEB02B (elemen-
. . 
to interpolado) com a distincia do ponto fonte ao extremo do 
elemento, em relação ao seu comprimento 
PONTO TAX SOLUÇAO POTENCIAL/ 
.25 . lo .05 .005 ANALITICA FLUXO 
l 1 l . 024 l . 023 = l. 024 Potencial 
2' l . 092 = = = l. 094 Potencial 
3' l . l 9 7 = = = l . l 99 Potenc.ial 
4' l . 2 96 = = = l . 300 Potencial 
5' l . 2 90 l . 2 91 = = l . 2 95 Potencial 
A ·ººº .028 .034 .040 .0438 Fluxo 
B .257 .255 .254 = .2510 Fluxo 
e -.207 -.214 -.216 - . 21 9 -.2261 Fluxo 
D -.300 -.310 - . 31 2 - . 313 - 343 Fluxo 
TAB. VII.11 
Analogamente ao que ocorreu nos modelos A e~. os valo-
res de potencial obtidos para os pontos internos se 
exatamente iguais para os 3 processos e, conforme o 
de forma bem mais precisa. 
mostraram 
esperado, 
Em se tratando de fluxo equivalente nodal junto aos can 
tos, o elemento interpolado levou a resultados um pouco rnelho-
res que o elemento não conforme, uma vez que a solução analltica 
par~ este Oltimo nos contos A, B, C, D~ dada r~spectivamente p~ 
los valores .0384 .223, -~260, -.287. 
Se somarmos os resultados de fluxo nos pontos~ e f ob 
tidos com o processo do elemento interpolado, obtemos exatamente 
o valor dos mesmos calculados com o tratamento geom~trico, (p = 
= -.179), o que os faz ter comportamentos praticamente iguais p~ 
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ra esta anãlise, conforme ocorreu tambem nos modelos A e B. 
Cumpre salientar que os fluxos nos pontos~ e C obtidos 
com o elemento não conforme tambêm somam praticamente o mesmo va 
lor (p = -. 181). Ocorre no entanto, que os valores de per si em 
A e C não se mostram tão corretos quanto aqueles encontrados pe-
lo elemento interpolado. Este fato ocorreu tambem na anãlise dos 
modelos A e B. 
De forma conclusiva, podemos afirmar do ponto de vista 
global da estrutura, os 3 processos se mostram igualmente efi-
cientes. Localmente, no entanto, isto e, na região de desconti-
nuidade, o elemento interpolado tem um comportamento melhor que 
o não conforme. 
A tabela VII.11 mostra a variação dos resultados calcu-
lados pelo processo do elemento interpolado com o afastamento do 
ponto fonte do canto. 
Observa-se primeiramente em analogia ao que ocorreu com 
os modelos~ e!, que esta variação se faz sentir de forma mais 
significativa nos pontos do contorno, e menos nos do dom,nio. 
Mais importante que esta observação e o fato de que -a 
medida que mais se refina a malha, menor e a influência deste 
afastamento sobre os resultados, o que pode ser observado pela 
comparação das tabelas VII.7 e VII.11. 
Convem ressaltar que para o exemplo VII. 1. 1, a influên-
cia deste afastamento não se faz sentir, de tal modo que nao se 
procedeu a uma anãlise comparativa com as elaboradas nas tabelas 
supra citadas. 
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Teo~icamente esta p~op~iedade pode se~ facilmente expli 
cada pelo fato de se ter utilizado uma função linear para expre~ 
sar os valores do fluxo e potencial do ponto fonte deslocado em 
função dos nõs extremos do elemento onde se situa (conforme se ob 
serva no item 4.2.l.2). 
Se a variação do fluxo e potencial impostos for tambêm 
linear, a distância do ponto fonte aos nos funcionais e pratica-
mente irrelevante. 
Se, por outro lado isso nao ocorre, o erro motivado por 
esta distância ê tanto menor quanto mais discretizada for a ma-
lha, uma vez que os valores dos nos funcionais se aproximam mais 
dos reais. 
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VII.2 - COMPARAÇAO DOS 3 MÉTODOS DE COLQCAÇ~O, TOMANDO MALHAS 
COMPOSTAS POR ELEMENTOS PINITOS E DE CONTORNO 
Foram analisados os exemplos antertores e um novo exem 
plo, considerando malhas combinadas (MEC+MEF} no intufto de se 
avaliar de forma mais precisa a eficiincia dos 3 metodos de co-
locaç[o apresentados anteriormente. 
Neste Ttem e ainda considerada a simetrizaç[o da ma-
triz de potencial conforme configura o item V.3. 
Exemplo VII.2.1 - Fluxo de Calor 
- Solução Analitica 
O problema e exatamente igual ao do Exemplo VII.l. l e 
a solução analitica est~ apresentada na figura VII.l. 









Fig. W.12 - ExemploW.2.1 Modelos A/8 
Condições de Contorno 
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- Modelo A (usado para solução por tratamento geométrico) 
y t 1.50 1' 1. 50 i 1. 50' 1' 1 1. 50 + 
2 3 22 21 J 
1.50 
D 4 • I' 20 F 
1.50 
7 • 2' 19 
1.50 
E 10 12 • 3' 18 G 
1.50 
15 _..., 
16 17 X 
Fig:W.13 - Exemplo1ZII 2.1 Modelo A 
- Modelo B (usado para solução por elemento não conforme e 
por elemento interpolado) 
A 
2 3 26 25 24 
23 J 
• I' 22 F 
• 2' 21 
• 3' 20 G 
1 3 L.._. __ _._...c.__-"!l'-'-15 __ -+-___ 19 ~ 
16 17 18 X 
Fi g.Wl4 - Exemplo w. 2. 1 Modelo B 
1 O 1 
- Resultados da anãlise sem consideração de simetria da matriz 
de potencial. 
i). Tempo ele. CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento interpolado . 6 71 
Elemento nao conforme .669 
Tratamento geométrico .573 
TAB. VII.12 
ii) Resultados para potencial 
TAX=. 100 
PONTO SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO ANALTTICA INTERPOLADO NJ("Q CONFORME GEOMtTRICO 
A 150.000 150.000 147.75b 150.000 
B 150.000 150.000 150.327 150.000 
c 225.000 225.000 225.163 225.000 
1 1 75.000 75.000 74.872 75.000 
21 75.000 75.000 75.033 75.000 
3' 75.000 75.000 74.872 75.000 
TAB. VII.13 
iii) Resultados para fluxo equivalente nodal. 
PONTO SOLUÇAO ELEMENTO EL'..EMENTO TRATAMENTO ANALTTICA INTERPOLADO NAOCONFORME GEOME'.TRICO 
D 75.000 75.000 74.837 75.000 
E 75.000 75.000 74.837 75.000 
F -75.000 -75.000 - 70.893 -75.000 
G -75.000 -75.000 - 70.893 -75.000 
TAB. VII.14 
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- Resultados da anãlise impondo-se simetrta da matriz de potencial 














Elemento interpolado . 6 75 
Elemento nao conforme .675 
Tratamento geométrico .594 
TAB. VII.15 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.100 
soLy~Aõ ELEMENTO fLEMENTO : ANAL I CA J NTERPOLAD'õ, N OCONFORME 
150.000 )49,738 147,901 
150.000 ]49~939 150.364!:, 
225. 000 225.099 225-.187 
75.000 74.985 75.125 











iii) Resultados para fluxoequivalente nodal. 
SOLUÇAO_ ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME GEOMtTRICO 
75.000 74.901 74.813 168.778 
75.000 74.901 74.813 142.381 
-75.000 -74.260 - 72.8S9 - 52.115 
-75.000 -74.260 - 72.859 - 69.544 
TAB. VII.17 
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Como era esperado, os resultados obtidos com os 3 pro-
cedimentos e definidos nas tabelas VIt.13 e VII.14 para este 
pro b l em a f o r a m p Y' a t te a m ente ex a to s , r e s s a l v a f e. t ta a q u e l e s c a l -
culados com o elemento n[o conforme. 
As causas deste quadro de resultados são as mesmas que 
as especificadas quando da an~lise do exemplo VII.l.l, ou seja, 
como a função de interpolação e de grau igual ou superior a fun 
ção que define a variação de fluxo e potencial no contorno, os 
resultados deveriam ser exatos. 
Considerando o fato do ponto fonte e do no funcional 
estarem ambos deslocados do extremo do elemento nao conforme na 
região de descontinuidades, supunha-se a priori que os resulta-
dos não fossem exatos para este procedimento. 
Interessante ê observar que o maior erro 
por este processo se situa na descontinuidade sobre 
apresentado 
a região 
de interface com a malha de elementos finitos (Ponto A) confor-
me preconizava o item IV.2.1. l. 
Mas, se por um lado, sem a imposição de simetrização 
da Matriz de Potencial (nos moldes da configuração apresentada 
no item V.3) o processo do Elemento não conforme levou a valo-
res menos eficazes que os demais m~todos de colocação, ao imp6-
la, este se mostrou eficiente, conforme se pode observar pelas 
tabelas VII.16 e VII.17. 
A stmetrtzaç~o prattcamente inviabiliza o Tratamento 
Geo~ªtrico para este exemplo. 
Observa-se ainda que o processo do elemento interpola-
\ 
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do levou a resultado~ mutto sattsfatBrtos com a stmetrizaçâo, 
. . 
no entanto, uma aniltse comparattva mostra que ao tmp8-1a, não 
se pode uttltzar um afastamento do ponto fonte ao no functonal 
muito reduzido. A stmetrizaçio majora os problemas de mal con-
dicionamento da matriz de potencial formada por este processo. 
A fim de melhor estudar o comportamento dos resultados 
ao se impor a simetrização, foram elaborados para este exemplo 
malhas mais refinadas, com as condiç5es de contorno deli~eadas 
na figura VII. 12, as quais se apresentam a seguir. 
- Modelo C tusado para a soluç[o por tratamento geome-
trico). 
y t 1 • o ,j, 1. o 1, 1. o 1~ 1. O 1, 1. O ~I 1. O + 
A 














------29 30 31 X 





- Modelo D (JJS9,do para~ s.91uçlro por elemento não con-
forme. e por e.1eJJJento inte.rpo19.do1. 
Y. t 
A 






13 • 2' 36 





29 30 31 32 X 
Fig.1Z[,16 - Exemplo W..2.1 Modelo D 
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i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento interpolado l. 287 
Elemento não conforme l . 2 91 
Tratamento geomêtrico l . 1 2 9 
TAB. VII.18 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.100 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
75.000 76.579 75.092 
75.000 76.632 75.081 
75.000 76.579 75.092 









iii) ~esultados para fluxo equivalente nodal. 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME GEOME'.TRICO 
o .218 - 0.000 - 0.000 
- 25.0 - 28.912 - 25.948 -63.063 
- 50.00 - 49.82t - 48.881 -49.634 
TAB. VII.20 
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Os valores apresentados nas tabelas YII.19 e VII.20 
séi'.'o extreroame.nte tnes:perç1.do.s par:a a ç1.nâ:1 ts.e. da eftcte'nci a do 
processo do elemento tnterpolado. 
Ao se refinar a malha B anterior, elaborando a malha 
D, mantendo a mesma taxa de afastamento do nõ funcional do can-
to (10%), os resultados se deterioraram. 
Foram ainda utilizadas taxas de 25%, 5% e .5%, para e~ 
te procedimento e estas rodadas confirmam as conclusões elabora 
das quando da anãlise da fualha B: a simetrizaç[o faz aumentar 
os problemas de mal condicionamento da matriz de potencial, ã 
medida que se aproxima o no funcional do canto. 
O processo do Tratamento Geomêtrico continuou inviãvel 
com a simetrização. 
Por outro lado, pode-se sentir uma minoração de erros 
(especialmente para fluxo) apresentados pelo processo do elemen 
to não conforme para a malha D, em relação aqueles obtidos com 
a malha menos refinada lB}. 
r importante observar que para este exemplo, o elemen-
to não conforme foi tomado com afastamentos do no funcional do 
canto de 5% e 10%, em relação ao comprimento do elemento. Os 
melhores resultados, como era de se esperar, foram os obtidos 
com 5% de afastamento e s[o os apresentados nas tabelas VII.13, 
VII.14, VII.16, VII.17, VII.19 e VII.30. 
A fim de mel~or avaliar a eficigncia deste processo, 
nos exemplos seguintes serâ considerado um afastamento de 5% 
nas regiões de interface com elementos finitos e de 10% nos can 
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tos fora desta regtio. 
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~xe_mplo VU:.2.2 - fluxo de Calor 
- So1uçie Anallttca 
o problema ê exatamente igual ao do Exemplo Vll.1.2 e 
a solução analitica estã apresentada na figura VII.5. 
I'-o 
I'-~, li l::J 
i:i = 1 





1~I li l:J 
Ü = 1 
li 
l::J 
ij = 1 
Fig:W. 17 - ExemploW.2.2 Modelos A/8 
Condições de Contorno 
- Modelo A (usado para a solução por tratamento geom~-
trico). 
Geometricamente~ o modelo e igual aquele apresentado â 
fig. VII.13. 
- Modelo B (usado para a soluçâo por elemento nao con-
forme e por elemento interpolado). 
Geometricamenteª igual ao apresentado â fig. VII.14. 
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- Resultados da anãlise sem consideração de simetria da matriz de 
potencial 
i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento interpolado .672 
Elemento não conforme .662 
Tratamento geométrico .577 
TAB. VII.21 
ii) Resultados para potencial 
- PONTO SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO ANALITICA INiílERPOLADO NAO CONFORME GEOMtTRICO 
1 1 1 . 320 1 . 36 9 1 . 367 1 . 3 92 
2' 1 . 141 l . 238 l . 23 O 1. 282 
. 
3' l . 053 l . 1 81 1 . l 7 O 1. 243 
H l . l 4 1 l . 146 1 . l 46 l . 1 46 
* 
TAB. VII.22 
iii) Resultados para fluxo Equivalente Noda~ 
PONTO SOLUÇAO 
ELEMENlO ELEMENTO 1 RA T7nvTEN TU 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME GEOMtTRICO 
I .503 .493 . 458 .496 
J -.321 -.296 - . 343 -.209 
F -.394 -.369 - . 341 - . 3 71 
TAB. VII.23 
* TAX=.05 na interface com a malha de elem. finitos 
TAX=.10 nos demais elementos de canto. 
1 1 1 
- Resultados da anãlise impondo-se simetria da matriz de potencial 











Elemento i!!terpolado .679 
Elemento nao conforme .679 
Tratamento geom~trico . 591 
TAB. VII.24 
ii) Resultados para potencial 
TAX=. 1 O'O 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALITICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
1 . 320 1 . 3 70 1 . 369 
1 . 1 41 1 . 23 7 1 . 228 
1 . 053 1 . 179 1 . 16 3 
1 . 1 4 1 1 . 1 46 1 . 1 46 
TAB. VII.25 
iii) Resultados para fluxo 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
.503 .486 .444 
- . 3 21 -.358 - .373 




1 . 3 51 
1 . 1 9 5 
1.112, 




- . 154 
-.228 
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Anãlise da variação dos resultados do programa FEB02B (elemen-
to interpolado) com a distância do ponto fonte ao extremo do 
elemento, em relação ao seu comprimento, sem consideração de 
simetria da matriz de potencial 
TAX SOLUfJW POTENCIAL/ PONTO .25 . 1 O .05 .005 ANAL! ICA FLUXO 
1 1 1 . 3 81 1 . 3 7 3 .. 1 . .:371 1 . 3 69 1 . 320 Potencial 
2· 1 . 2 61 1 . 245 1 . 241 1 . 238 1 . 141 Potencial 
3• 1 . 21 2 1 . l 89 1 . 1 85 1 . 1 81 1 . 053 Potencial 
H 1 . 144 1 . 1 4 5 1 . 146 1 . 146 1 . 199 Potencial . -
I .473 .486 .489 .493 .503 Fluxo 
J -.247 - . 281 -.287 -.296 -.321 Fluxo 
F -.337 -.361 -.365 -.369 -.394 Fluxo 
TAB. VII.27 
Os resultados das tabelas VII.22 e VII.23 mostram uma 
melhor eficiência dos processos do elemento interpolado e do ele 
menta não conforme em relação ao tratamento geométrico. 
Convém ressaltar que os erros obtidos para o potencial 
em pontos internos são extremamente elevados para uma anãlise nu 
merica deste tipo, o que exige malhas mais refinadas. 
O mesmo nao se observa com os valores de fluxo, os 
quais apresentaram erros bem inferiores ãqueles encontrados para 
potencial. 
Importante e observar que junto i região dos cantos, o 
elemento interpolado se comportou melhor que o nao conforme 
(ponto J), embora mais distante desta, os resultados tenham sido 
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pra ti cç1mente cotnci.dentes. (_pontos I e Fl. 
Ao anali.sarmos pragmattcamente as taOelas VII.25 e 
VII.26 que expressam os resultados da anâlise ao se impor sime-
trização da matriz de potencial, podemos concluir: 
. Para potencial em pontos internos, os resultados do tratamento 
geometrico melhoraram sensivelmente, com excessão do ponto H. 
Os correspondentes ao elemento nao conforme mostraram leve de-
terioração e os do elemento interpolado praticamente se manti-
veram imutãveis . 
. Os resultados de fluxo se deterioraram · no tratamento geométri-
co . 
. Para o elemento nao conforme, a simetria fez se deteriorarem 
os resultados de fluxo fora do canto, uma vez que os valores 
da solução analitica para os pontos I, J, F são respectivamen-
te .510,-.288,-.389. 
Os valores de fluxo para o elemento interpolado se mantiveram 
praticamente iguais com e sem imposição de simetria, exceção 
feita ao ponto~ Cno canto), embora neste ponto, o erro em re-
lação â solução analitica tenha se mantido praticamente cons-
tante. 
De uma forma geral podemos afirmar que o procedimento 
envolvendo o elemento interpolado se mostrou mais eficaz para es 
ta anãltse. 
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Com o intuito de melhor analisar os resultados para es-
te problema, foram elaboradas malhas mais refinadas, as quais se 
apresentam a seguir. 
- Condições de contorno introduzidas 
As condições de contorno são as mesmas apresentadas na figura 
VII.9. 
- Modelo C (usado para a solução por tratamento geomêtrico) 
Geometricamente o modelo ê igual àquele apresentado na figura 
VII.15. 
- Modelo D (usado para a solução por elemento nao conforme e por 
elemento interpolado) 
Geometricamente o modelo e igual ao da figura VII.16. 
11 5 
- Resultados da anãlise sem imposição de simetria. 








Elemento não conforme 
Tratamento geom~trico 
TEMPO(s) 
1 . 28 2 
1 • 2 7 4 
1 . 088 
TAB. VII.28 
i i ) Resultados para potencial 
~ . 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
1 . 3 20 1 . 3 52 1 . 3 5 2 
1 . 1 4 1 1 . 200 1 . l 9 9 
1 . 053 1 . 1 31 1 . 1 31 





1 . 3 71 
1 . 23 5 
1 . 179 
1 . 1 O 1 
iii) Resultados para fluxo equivalente nodal. 
PONTO SOLUÇAO ELEMENIO ELEMENTO ANALITICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
A .2510 .256 . 252 
B -.2261 - . 218 -.245 
e -.3236 - . 315 - . 291 
TAB. VII.30 
* TAX=.05 na interface com elem. finitos 




- . 1 78 
- . 31 4 
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i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento interpolado 1 . 29 O 
Elemento não conforme 1 . 2 91 
Tratamento geom~trtco 1 . 129 
TAB. VII.31 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.100 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANAL!TICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
1.3200 1 . 350 1 . 3 51 
1 . 1 4 1 O 1 . 1 9 5 l . 195 
l .0530 l . l 2 S l . 1 23 




1 . 659 
l . 682 
l . 854 ' 
.877 
iii) Resultados para fluxo equivalente nodal. 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO 
ANAL!TICA INTERPOLADO NAO CONFORME GEOMtTRICO 
.2510 .259 . 235 .224 
-.2261 - . 2 6~- - . 259 -.403 
-.3236 -.310 - . 306 -.236 
TAB. VII.33 
1 1 7 
- Anâltse da variaçio dos resultados do programa FEB02B lelemen 
to tnterpoladol com a dtstâ~cia do ponto fonte ao extremo do 
elemento, em relaçã'o ao s:eu comprtmento, sem cons·tderaçã'o de 





Ponto .25 . 1 O .05 .005 Anal1tica 
1 
Fluxo 
1 1 1. 362 1 . 35 5 1. 353 l . 3 52 1. 320 Potencial 
2· l . 216 1. 204 l . 202 l. 200 l . l 4 1 Potencial 
1 
31 l . 152 l . l 3 7 l. l 34 l . l 31 l . O 53 Potencial 
D l . l o l l . l O 1 l . lo l 1 . 1 O l 1.0997 Potencial 
A .262 .257 .256 .256 .251 Fluxo 
B -.209 -.214 
1 
- . 21 5 - . 218 - . 2 261 Fluxo 
1 
e -.302 - . 31 O - . 31 2 - . 31 5 -.324 Fluxo 
TAB. VII.34 
Considerando que a solução analitica nos pontos A, B, 
C para comparação pela resolução pelo elemento não conforme e 
dada respectivamente pelos valores .223, -.260, -.287, podemos 
afirmar que tanto em termos de potencial quanto de fluxo, o pro-
cesso do elemento interpolado se mostrou mais eficiente que os 
demais (de acordo com as tabelas VII.29 e VII.30). 
Os erros: encontrados para potencial em pontos internos 
das malb.as A e 6. Canterioresl se reduziram substancialmente para 
as e e D. 
Atnda com a imposiçã'o de simetria da Matrtz de Poten-
cial, os resultados o&ttdos com o elemento interpolado se mos-
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traram melhores que os demais (tabelas VII.32 e VII.33}. 
A comparaçio das tabelas VII.27 e VII.34 nos levam âs 
conclus6es jâ asstnaladas quando da anãltse do exemplo VII.1.2 
(malhas f e Ql: os resultados obttdos com o processo do elemen-
to interpolado s[o tâo mafs fndependentes do deslocamento do 
ponto fonte ao n5 funcional de canto, quanto mais refinada for 
a malha. 
1 1 9 
Ex e.m p 1 o V :n: . 2 . 3 -· Pl u z o ct e e a l o r 
- Solu~io Anallttca 
lY 
1 
I T= 50° 
X 
Fig.W. 18 - ExemploW. 2. 3 Solução .Anal{tica 
- Condtç6es de Contorno Introduzidas 









3n 11 X 
Fig.VII. 19 - ExemploVII. 2. 3 Modelos A/8/C/D 
Condicões de Contorno 
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28 27 2625 24 23 20 19 18 17 16 15 D 
Fig.W.20 ExemploW. 2. 3 Modelo A 
8. 
X 
- Modelo B (usado para a solução por elemento nao conforme e por 
elemento interpolado) 
• • e • 
2' I' 34 
F 
31 24 23 E 16 
lL---+-----l---1---+--+___J[_=-+-+--l--l--1-~ ----1•~ 
30 29 28 27 26 25 22 21 20 19 18 17 D X 
3' 
Fig. W. 21 - Exemplo W. 2. 3 Modelo B 
l 21 













i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento i!:!terpolado l . 200 
Elemento nao conforme l . l 96 
Tratamento geom~trfco l . 069 
TAB. VII.38 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.25 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALITICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
25.0 25.670 25.943 
50.0 49.857 50.078 
75.0 74.151 74.175 
50.0 50.041 50.026 
l 2. 5 13.783 10.914 










iii) Resultados para fluxo equivalente nodal. 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO 
ANAL1TICA INTERPOLADO NJ\O CONFORME GEOMÉTRICO 
- lJ..421 - 4. 211 - 3.431 - 3.597 
-11.052 - 9.450 -10.392 - 8.339 
- 00 - 128.555 -124.190 -25.672 
TAB. VII.40 
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i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento i~terpolado 1 . 188 
Elemento nao conforme 1 . 1 86 
Tratamento geometr-i"co 1 . 051 
TAB. VII.35 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.10 e 0.5 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMEN10 TRATAMENTO 
ANAL!TICA INTERPOLADO NAOCONFORME GEOMtTRICO 
25.0 25.167 25.818 25.632 
50.0 49.871 50.000 49.871 
75.0 74.693 74.182 74.22a 
50.0 50.000 50.000 50.000 
12.5 12.215 11.593 12.010 
35.5 35.895 35.952 36. 141 
TAB. VII.36 
iii) Resultados para fluxo 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO TRATAMENTO 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME GEOMtTRICO 
-:-4.421 - 3.837 - 4.304 - 3.993 
-11.052 -11 .237 - ll.197 -11.163 




* Solução Analftica: Po = -4.803, PE = -10.987 - 00 
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Anãlise da variação dos ~esultados .do p~ograma FEB02B (eleme~ 
to interpolado) com a distância do ponto fonte ao extremo do 
elemento, em relação ao seu comprimento, sem consideração de 
simetria da matriz de potencial 
PONTO TA.X SOLUÇAO POTENCIAL/ 
.25 . lo .05 .005 V\NALITICA FLUXO 
l 1 25.276 25.167 24.934 21 .836 25.0 Potencial 
2• 49.871 49.871 49.871 49.871 50.0 Potencial 
31 74.584 74.693 74.926 78.024 75.0 Potencial 
A 50.000 = 
- -
::, ::, 50.0 Potencial 
B 12.466 12.215 12.059 11. 24 7 l 2. 5 Potencial 
e 35.95§ 35.895 35. 771 34. 143 35.5 Potencial 
D -3.787 -3.837. -3.803 -3.249 -4.421 Fluxo 
E -11.197 -11.237 -11.32& -12.530 -11.052 Fluxo 
F -116.018 -144.696 -207. 183 -1034.806 - 00 Fluxo 
TAB. VII.41 
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O exemplo vtslumbra um problema um pouco mais complexo 
que os apresentados atg entio, uma vez que apresenta uma singu-
laridade na soluçfo de fluxo, mottvada por uma descontinuidade 
de potencial. 
Seu objetivo e exatamente o de avaliar o comportamento 
dos 3 procedimentos em vista destas propriedades. 
Particularmente, cria-se uma limitação no processo do 
Tratamento Geometrico, uma vez que este não permite uma descon-
tinuidade pontual de fluxo ou potencial, conforme a apresentada 
no nü 23/24· do modelo B. A solução que se apresentaª a cria-
ção de um elemento muito curto, de tal forma que os seus nos 
extremos simulem a descontinuidade, conforme foi feito no mode-
lo A, por meio do elemento 21-22. 
Os procedimentos do elemento não conforme e interpola-
çao podem representar de forma exata está singularidade e assim 
o fizeram no modelo B. 
A anilise das tabelas VII.36 e VII.37 indica a maior 
efici~ncia do elemento interpolado e do elem~nto nao 
sobre o tratamento geometriço. 
conforme 
Ao se impor a simetria da Matriz de Interpolação, os 
resultados de potencial lque se apresentam na tabela VII.39) 
obtidos com o elemento interpolado se mostram de forma 
geral mats prõxtmos da soluç[o analltica que os caltulados com 
os demais processos. 
Ainda 7analisando os valores de fluxo, de forma geral, 
podemos dtzer que o elemento interpolado foi mais eficiente, 
com a imposição da simetria. 
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A tabela VII.41 nos leva a colocar que para o elemento 
interpolado, nem sempre a menor dtstâncta entre o ponto fonte 
e o n5 de canto e a que leva a melhores resultados. A singula-
ridade das condições de contorno conforme se pode concluir, o-
briga o ponto fonte a se afastar do ponto de descontinuidade. 
A fim de se chegar a melhores resultados, foram elabo-
radas malhas mais refinadas para representar o problema, con-
forme se mostram a seguir. 
- Condições de Contorno Introduzidas 
As condições de contorno são as mesmas apresentadas na 
fig. VII.19. 
- Modelo C (usado para a solução por tratamento geome-
trico). 
- Modelo D (usado para a solução por elemento nao con-









Fig.W.22 - ExemploW.2.3 Modelo C 
A 
45 3' 2' I' 16 
D 
44 3836343229272523 17 
8. 
J<--l---+-+----1-11-++-lH-+-lH-++-l-++-+-ll-+-I--+---+-~ -
10 D X 43 42 41 4 O 39 37 35 3 3 
31 




Fig .w. 2 3 - Ex em p I o w. 2 . 3 Mo d e I o D 
X 
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i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento i!:!_terpolado 3.043 
Elemento nao éonforme 3.051 
Tratamento geomêtri·co 2.673 
TAB. VII.42 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.100 TAX=.10 e .05 
SOLUÇÃO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALITICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
25.000 25.346 25.671 
50.000 49.873 50.001 
75.000 74.517 74.332 
50.000 50.0üü 50.000 
12.500 l 2. l 44 ll.617 
35.500 35.990 36 .. 008 
TAB. VII.43 
iii) Resultados para fluxo 
SOLUÇAO ELEHENTO ELEMENTO 
ANAL1TICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
-2.084 -1.704 -1 .907 
-6.284 - 5. 85 5 -5.878 
















* Solução Analitica: Ponto D+ -2.295, Ponto E+ -5.161, Ponto F + - 00 
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i) Tempo de CPU 
PROCEDIMENTO TEMPO(s) 
Elemento i!:!terpolado 3.049 
Elemento nao éonforme 3.055 
Tratamento geométrico 2.674 
TAB. VII.45 
ii) Resultados para potencial 
TAX=.25 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALITICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
25.0 25.592 25.788 
50.0 49.851 50.073 
75.0 74.223 74.323 
50.0 50.031 50.022 
12.5 11.958 '10.921 
35.5 35.904- 35.676 
TAB. VII.46 
iii) Resultados para fluxo 
SOLUÇAO ELEMENTO ELEMENTO 
ANALTTICA INTERPOLADO NAO CONFORME 
- 2. 084- - 2.907 ';'" 1 . 106 
-6.2843 - 6.238 - 6. 1 31 












- . 41 9 
-2 .: l 7 5 
· -25.878 
129 
A tabela VII.43 indica maior efici6ncia do 
nio conforme para cãlculo de poten~ial no Pont-0 2 1 • 
elemento 
Obser-
va-se porem que os demais processos levaram tambªm a bons resul 
tados para estes pontos, especialmente o elemento interpolado 
(cujo maior erro relativo m~dio apresentado foi de 1 .6%). 
Os resultados de potencial para pontos de contorno se 
apresentaram igualmente satisfatõrios para os três processos, 
com maior eficiência do elemento interpolado no nõ de 
(ponto B). 
canto 
Os valores de fluxo calculados nos pontos Q, f e I pe~ 
mitem concluir que a malha de elementos de contorno estã ainda 
pouco refinada, especialmente na região situada entre os pontos 
Q e f, embora apresentem melhor resultado no ponto de desconti-
nuidade geométrica (ponto D) pelo cãlculo por elemento não con-
forme. 
A simetrização da Matriz de potencial (cujos resulta-
dos estão resumidos nas tabelas VII.46 e VII.47) inviabilizou 
o Tratamento Beomgtrico. 
Por estas mesmas tabelas, podemos observar que a sime-
trização levou a resultados semelhantes aos anteriores (das ta-
belas VII.43 e VII.44) pelo cãlculo por elemento interpolado 
e elemento nio conforme. 
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VII.3 - COMPARAÇ~O DOS RESULTADOS DOS METODOS DA COLOCAÇAO COM 
AQUELES 08.TlDOS COM O .Me:rooo DE ('$AU:RK!'N. 
Considerando as oBservaç5es feitas nos ltens VII.l e 
VII.2, pode-se assumir que, de uma forma geral, com ou sem im-
posição de simetria da Matriz de Potencial, o processo utiltzan 
do o elemento interpolado se mostrou mais eficiente, para os. 
exemplos estudados. 
Conforme fora colocado no item IV.2.2, o Método de Ga-
lerkin habitualmente leva a resultados melhores que os de colo-
caçao, embora exija maior tempo de CPU e, portanto, maior custo 
computacional. 
Neste item, procurar-se-ã comparar a precisão e o 
tempo de execução do Mêtodo da Colocação utilizando o elemento 
interpolado com o M~todo de Galerkin. Primeiramente serão ana-
lisados exemplos sem imposição da simetria na Matriz de Poten-
cial, a qual sera considerada a posteriori. 
VII.3. 1 - Anãlise dos exemplos propostos sem imposição de sime-
tria na Matriz de Potencial 
Apresentam-se a seguir tabelados os resultados calcula 
dos pelo processo do elemento interpolado em analogia aqueles 
obtidos pelo Mêtodo de Galerkin, associados a uma anãlise de 
erros relativos i soluçio anallttca dos exemplos 
nos itens vrr.1 e vrr-.2. 
apresentados 
Como, no m@todo de Galerkin, adota-se a solução do no 
1 31 
duplo pçJ,ra. proõle.mas de de.sconttnutdades f1si:cas e geometrtcas, 
o s mo. d e l o s u t t1 t z ç1. d o s p a r a e. s te m ~ to d o sã o o s m e. s·m o s q u e o s u t j_ 
lizados· antertormente para a soluçã'o po·r elemento interpolado. 
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- Exemplo VII.l.l - Modelo B 
TEMPO DE CPU . 408 seg . 480 seg 
PONTO 
SOLUÇAO :·:ELEMENTO INTERPOLADO MtTODO DE GALERKIN POTENCIAL/ 
ANALITICA SOLUÇAO t'RRO ( % ) SOLUCAó ÊRRO (%) FLUXO 
... 
1 1 250.000 251.375 .55 251 .389 .56 Potencial 
2' 50.000 50.009 .00 49.996 . O 1 Potencial 
31 150.000 150.001 .00 150.001 .00 Potencial 
41 250.000 251.375 .55 251.389 .56 Potencial 
5' 50.000 50.009 ·ºº 49.996 . o l Potencial 
A .000 .000 .00 ·ººº .00 Fluxo 
B -150.000 -150.000 .00 -150.070 .05 Fluxo 
c .000 .000 .00 .000 ·ºº Fluxo 
D 150.000 150.000 .00 150.070 .05 Fluxo 
TAB. VII.48 
- Exemplo VII.1.2 - Modelo B 
TEMPO DE CPU . 556 seg . 705 seg 
PONTO SOLUÇAO ELEMENTO INTERPOLADO METODO DE GALERKIN 
POTENCIAL, 
ANALlTICA SOLUÇAO ERRO (%) SOLUÇAID ERRO (%) FLUXO 
l 1 1. 094 l . 088 .55 l . 086 . 73 Potencial 
2' l. 199 l . 188 .92 l . 182 l. 42 Potencial 
3' 1 . 300 l. 284 1. 23 l . 2 7 4 2.00 Potencial 
A . T 51 7 . 132 12.00 .128 15.62 Fluxo 
B .758 . 811 6.99 . 7 61 .40 Fluxo 
c -.4095 -.352 14.04 -.325 20.63 Fluxo 
D -.4351 -.378 13. 1 2 -.356 18. 1 8 Fluxo 
TAB. VII.49 
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- Exemplo VII.1.2 - Modelo D 
TEMPO DE CPU 1 . 4 7 6 seg 2.045 seg 
PONTO 
SOLUÇAO ELEMENTO INTERPOLADO METODO DE GALERKIN POTE NC I AL1 
ANALITICA SOLUÇAO ERRO (%) SÓLUCAO ÊRRO ( % ) FLUXO .. . . 
1 1 1 . 024 1. 023 . 1 O 1 . 023 . 1 O Potencial 
2' 1. 094 1. 092 . 1 8 1.092 . l 8 Potencial 
3' 1 . 199 1. 197 . 1 7 1 . l 9 5 .33 Potencial 
4' l. 300 l.296 . 31 l .293 .54 Potencial 
5' l . 29 5 1 . 2 91 . 31 l. 288 .23 Potencial 
A .0438 .0400 8.68 .0440 .45 Fluxo 
B .2510 .2540 1. 19 .2510 ·ºº Fluxo 
e -.2261 -.2190 3. 14 -.2160 4.47 Fluxo 
D -.3236 -.3130 3.28 -.3090 4. 51 Fluxo 
··- --·- -
TAB. VII.50 
- Exemplo VII.2.1 - Modelo B 
TEMPO DE CPU . 671 seg . 840 seg 
---
PONTO SOL,UÇAO ELEMENTO INTERPOLADO MtTODO DE GALERKIN POTENCIAL, ANALTICA SOLUÇAO ERRO (%) SOLUCAO ERRO (%) FLUXO 
A 150.000 150.000 .00 149.997 ·ºº Potencial 
B 150.000 150.000 ·ºº 149.979 . o l Potencial 
e 225.000 225.000 .00 224.989 . o l Potencial 
1 1 75.000 75.000 ·ºº 74.989 .02 Potencial 
2' 75.000 75.000 ·ºº 74.990 . o l Potencial 
3' 75.000 75.000 .00 74.989 .02 Potencial 
D 75.000 75.000 .00 75.011 . 02 Fluxo 
E 75.000 75.000 ·ºº 75.011 . 02 Fluxo 
F -75.000 -75.000 ·ºº -75.010 .02 Fluxo 
G -75.000 -75.000 .00 -75.010 .02 Fluxo 
TAB. VII.51 
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- Exemplo VII.2.2 - Modelo B 
TEMPO DE CPU . 674 seg . 839 seg 
-
PONTO SOLUfAO ELEMENTO INTERPOLADO ME'.Tnnn n!=' r::ll I rnK rn POTENCIAL; ANAL! ICA ·soLUÇAO 'ERRO (%) SOLUÇAO ERRO ( % ) FLUXO 
l 1 l . 3 20 l. 369 3. 71 l . 3 70 3.79 Potencial 
2' l . 1 4 l l. 238 8.50 l . 242 8.85 Potencial 
31 l . 053 1 . 1 81 l 2. 16 l . 186 12.63 Potencial 
H l . 1 4 l l . l 46 .44 l . 143 . 18 Potencial 
I .503 .493 l . 99 .466 7.36 Fluxo 
J - . 321 -.296 7.79 -.282 1 2 . 1 5 Fluxo 
F -.394 -.369 6.35 - . 361 8.38 Fluxo 
TAB. VII.52 
- Exemplo VII.2.2 - Modelo D 
TEMPO DE CPU 1 .282 seg 1 .625 seg 
PONTO SOLUÇÃO ELEMENTO INTERPOLADO MtTODO DE GALERKIN POTENCIAL/ ANAL!TICA SOLUÇAO ERRO ( % ) SOLUÇAO ERRO (%) FLUXO 
1 1 1 . 320 l . 3 52 2.42 1 . 3 52 2.42 Potencial 
2' l . 1 4 l 1. 200 5. 18 l . 20 l 5.26 Potencial 
3' 1 . O 53 l . l 31 7.41 l . 13 3 7.60 Potencial 
D 1 . l 00 l . l o l .09 l . 1 O 1 .09 Potencial 
A .2510 .2560 l. 95 .2470 l. 60 Fluxo 
B -.2261 -.2180 3.58 -.2150 4.91 Fluxo 




- Exemplo VII.2.3 - Modelo B 
TEMPO DE CPU 1 . 188 seg 1 . 551 seg 
, 
PONTO :?SOLUÇAO ELEMENTO INTERPOLADO MtTODO DE GALERKIN POTENCIAL/ ~NAL1TICA SOLÜÇAO ERRO (%) SÓLUCAO ERR.'O ( % ) FLUXO 
1 1 25.000 25.167 .68 25.552 2. 21 Potencial 
2' 50.000 49.871 .26 49.871 .26 Potencial 
3' 75.000 74.693 . 41 74.308 .93 Potencial 
A 50.000 50.000 ·ºº 50.000 .00 Potencial 
B 12.500 12,215 2.28 12.420 .64 Potencial 
e 35.500 35.895 1. 12 35.360 .39 Potencial 
D -4.421 -3.837 13.,.21 -4.007 9.36 Fluxo 
E -11.052 -11.237 l. 67 -10.602 4.07 Fluxo 
F - (X) -144.696 - -79.717 - Fluxo 
TAB. VII.54 
- Exemplo VII.2.3 - Modelo D 
TEMPO DE CPU 3.043 seg 4.090 seg 
- SOLUCAO ELEMENTO INTERPOLADO MtTODO DE GALERKIN POTENCIAL PONTO ~NAL!TICA SOLUCAO ERRO {%) sn, 11c:A:n ERRO (%) FLUXO 
l 1 25.000 25.346 l . 3 4 25.549 2.20 Potencial 
2' 50.000 49.873 .25 49.873 . 25 Potencial 
3' 75.000 74.517 .64 74.314 . 91 Potencial 
A 50.000 50.000 .00 50.000 ·ºº Potencial 
B 12.500 1 2. 1 44 2.85 12.330 l . 3 6 Potencial 
e 35.500 35.990 1 . 3 8 35.361 .39 Potencial 
D -2.084 -1.704 18.23 -1.743 16.36 Fluxo 
E -5. 793 -5.855 1 . O 7 -4.684 19. 1 4 Fluxo 
F - (X) -226.134 - -79.708 - Fluxo 
TAB. VII.55 
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A anâlise das tabelas VII.48 a VII.55 permite concluir 
que de uma forma geral, o roitodo da co1ocaçio uttltzando o ele-
mento interpolado leva a resultados tio prectsos quanto o mêto-
do de Galerkin. 
Como o segundo exige em media 20 a 30 por cento a mais 
de tempo de processamento que o primeiro pode-se concluir que, 
com base nos exemplos propostos e não se impondo â simetria da 
matriz de potencial, o processo do elemento interpolado se mos-
tra mais eficiente que o Método de Galerkin. 
VII.3.2 - Anãlise dos exemplos propostos com imposição de sime-
tria na matriz de potencial 
Assim como procedido para a comparaçio dos processos 
do Mêtodo da Colocação, foram analisados os exemplos do item 
VII.2 com o M~todo de Galerkin, impondo-se a simetria da matriz 
de potencial total, nos moldes daquilo que se preconiza no item 
V. 3. 
Os resultados desta anãlise estio resumidos nas tabe-
las VIl.56 apresentada a seguir. 
t = .843 seg 
PONTO SOLUÇAO P/F 
A 149.902 p 
B 149.972 p 
e 224.997 p 
l 1 74.990 p 
2· 74.988 p 
31 74.990 p 
D 1 75.003 F 
E 1 75.003 F, 
F -74.710 F 
G -74.710 F 
1 
(a) Exemplo VII.2.1 
Modelo B 
t = • 840 s eg 
PONTO SOLUÇAO P/F 
l 1 l . 3 71 p 
2· l . 243 p 
3• l . l 8 7 p 
H 1 . l 43 p 
! 
I. .467 F 
J -.284 F 
F -.360 F 
1 1 1 
(b) Exemplo VII.2.2 
Modelo B 
t = 1.627 seg t = ·1 .554 seg t = 4.092 seg 
PONTO 1 SOLUÇAO P/F PONTO SOLUÇAO p / F PONTO SOLUÇAO P/F 
l 1 l . 3 51i p l 1 25.554 p 1 1 25.548 p 
2• 1 . 2 O 1 p 
1 
2· 49.873 p 2• 49.875 p 
3' 1 l . 133 p 1 3' 74.312 p 3• 74.317 p 
D 1 l . l O 1 p A 50.013 p A 50.004 p 
A .249 F B 12.285 p B 12.556 p 
B -.2161 F e 35.381 p e 35.385 p 
e -.309 F D -4.231 F D 
1 
-1.872 F 
E -10.561 F E -4.682 F 
F -79.723 F F -79.714 F 
' 1 ' 1 ' 
(c) Exemplo VII.2.2 (d) Exemplo VII.2.3 (e) Exemplo VII.2.3 
Modelo D Modelo B Modelo D 
TAB. VII.56 - Resultados de exemplos propostos, analisados pelo método de Galerkin com imposição da sime-




Ao se compararem os resultados das tabelas VII.56 (~, 
1, ~' i, ~l com aqueles das tabélas VII.51, VtI.52, VI:I.53, 
vrr.54, VII.55, ~especttvamente, correspondentes â resolução p~ 
lo M~todo de Galerkin, observa-se que o erro causado pela sime-
trização da Matriz de Potencial formada por este método e pratf 
camente nulo em todos os exemplos. 
Este fato não ocorreu com o processo do Elemento Inter 
polado, conforme pode ser observado no item VII.2, embora os er 
ros oriundos da simetrização para este processo tenham sido em 
geral baixos. 
A anãlise que ora se faz necessãria portanto, e a com-
paraçâ-0 dos resultados obtidos por meio do M~todo de Galerkin, 
com aqueles calculados para o mesmo problema com malhas mais 
refinadas, pelo processo do Elemento Interpolado. Este iiltimo 
processo sõ pode ser considerado mais eficiente se, com um me-
nor tempo de CPU, malhas mais refinadas levarem a resultados tão 
ou mais precisos que os obtidos pelo Mêtodo de Galerkin. 
Para proceder a esta anãlise, s[o comparados os mode-
los tipo D resolvidos pelo elemento interpolado com os modelos 
tipo~ analisados por Galerkin, nos exemplos VII.2.1, VII.2.2 
e VIl.2.3. Portanto, hã que se compararem as tabelas Vll.18 a 
VII.20, VII.31 a Vll.33 e VII.45 a VII.47 respectivamente com 
as v r r. 5 6 (_a L v r r. 5 6 (_b )_ e V r r. 5 6 (_d) . 
A comparaçio entre as tabelas VII.18 a vrr.20 e VII. 
56(a} leva a conclutr que, com a stmetrizaçio, o uso do elemen-
to interpolado exigiu mais tempo de CPU e nio chegou a 




menos reftnada pelo mitodo de Galerktn. 
O mesmo não ocorreu com a comparaçio das ta5elas VII. 
31 a VII.33 com VII.56~1- Neste caso, os resultados se mos-
traram mais precisos para o elemento interpolado, no entanto, 
o tempo de CPU exigido por este processo foi maior 50% em rela-
ção ao mesmo exigido pelo Mitodo de Galerktn. 
Comparadas as tabelas VII.45 a VII.47 com a (VII.56(E) 
conclui-se que o processo do elemento interpolado para a malha 
mais refinada levou a resultados tão eficazes quanto os obti-
dos com o Mêtodo de Galerkin, porem exigindo praticamente 2 ve-
zes o tempo de CPU gasto por este ultimo. 
O que se pode afirmar de forma conclusiva e que sem 
duvida, ao se impor a simetria da Matriz de Potencial, o Método 
de Galerkin se torna mais eficaz que os métodos de colocação o-




Neste trabalho, analisou-se o desempenho de 4 têcnicas 
diferentes para se proceder ã junção do MEC com o MEF em proble-
mas governados pela Equação de Laplace. 
Inicialmente, estudaram-se 3 têcnicas diferentes para 
resolver problemas nos quais se têm descontinuidades de fluxo, 
usando o Mêtodo da Colocação. As têcnicas analisadas estão des-
critas no Capitulo IV e estâo referidas como: 
Têcnica do Elemento Não Conforme 
Têcnica do Elemento Interpolado 
. Têcnica do Tratamento Geometrico 
Varias analises foram feitas no Capitulo VII e se pode 
dizer que, dentro do contexto envolvendo apenas elementos de con 
torno, os resultados foram equivalentes. Neste caso, devido -a 
maior facilidade de se estabelecerem algoritmos numêricos, espe-
cialmente no que tange ã técnica de subregiões, o uso da técnica 
do elemento interpolado se mostra mais vantajoso. 
A eficiªncia das três técnicas foi tambêm estudada em 
analises envolvendo malhas compostas por elementos finitos e por 
elementos de contorno. 
Observa-se que, em nfo se forçando a simetria da Matriz 
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de potenctal, novamente a prects[o dos resultados obtidos nas 
tr!s foi semel~ante. Cump~e salientar, no entanto, que quando 
se usa o elemento nio conforme, na regt[o de tnterface com ele-
mentos finttos, hâ que se proceder a uma anãltse cuidadosa do 
deslocamento do no funcional da extremidade do elemento, pois a-
fastamentos grandes criam incompatibilidades entre valores de 
elementos finitos e de contorno. Por outro lado, afastamentos p~ 
quenos levam a linhas semelhantes na matriz§, causando proble-
mas de mal condicionamento. 
Portanto, a têcnica do elemento interpolado permite 
uma flexibilidade maior no sentido de se fixar o afastamento do 
nõ funcional, pois, embora haja também o perigo do mal condicio-
namente da matriz G, afastamentos maiores não impõem 
alguma ã junção com os elementos finitos. 
restrição 
Inclusive, anãlises comparativas do elemento interpol~ 
do mostraram que pode-se, em malhas medianamente refinadas, sem 
imposição de simetria da Matriz de Potencial, adotar um afasta-
mento do nõ funcional de 25% do comprimento do elemento, sem cau 
sar grandes imprecis6es. 
Cabe ressaltar ainda que a técnica do Tratamento Geomé-
trico implicou em resultados cuja prects[o foi ligeiramente inf~ 
rior â das outras duas, não sendo posslvel portanto com os exem-
plos analisados descartar a princlpio nenhum dos trBs 
mentas baseados no M@todo da Colocaçâo. 
rm p o n d o ~· s e. a s tm e t r t a d a Ma t r t z d e P o te n e i a 1 , 
procedi-
pode-se 
dizer que os resultados obtidos com a técnica do tratamento geo-
metrtco tnvtabtltzaram a sua uttltzaçto. 
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Por outro lado, a imposiç[o da simetria gerou resulta-
dos, em alguns casos, equivalentes em termos de precisão para o 
elemento interpolado e o não conforme. Em outros, porem, aque-
le se mostrou mais eficiente que este. 
Finalmente, a tecnica do elemento interpolado foi com-
parada com o Metodo de Galerkin. Esta anâlise mostrou que si-
metrizar a Matriz de Potencial obtida com o método de Galerkin 
leva a resultados praticamente iguais aos obtidos sem simetri-
zaçao. 
Alem disso, a comparação nos permite concluir que, se 
nao for imposta a condição de simetria da Matriz de Potencial, 
o Mêtodo da Colocação com o uso do elemento interpolado leva a 
resultados tão satisfat6r1os quanto os obtidos com o Mêtodo de 
Galerkin, exigindo cerca de 25% menos tempo de processamento, 
para a montagem das matrizes~ e G o que torna o 
mais eficiente que o segundo. 
primeiro 
Ao se impor a simetrização, no entanto, o Método de 
Galerkin se apresenta mais eficiente que os Mêtodos de Coloca-
ção, no que diz respeito ã eficâcia de resultados, uma vez que 
com malhas menos refinadas leva a menores erros em relação aso 
lução anali'tica. 
No que tange â anâlise de maior economia em termos de 
tempo de CPU, hâ que se observar a sua depend~ncia do desenvol-
vimento de 11 solvers 11 apropriados a matriz simêtrica parcialmen-
te em banda formada no Mãtodo de Galerkin, o que não foi objeto 
deste trabalho. 
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Desta forma, pode-se efetivamente comparar se a maior 
economta de custo computacional estS associada ao M~todo de Ga-
lerkin com stmetrtzaç[o ou ao Mªtodo da Colocaç[o sem simetri-
zação. 
Torna-se importante salientar no entanto, que a sime-
trização proposta tem cara-cterfsticas meramente matemãticas, 
nada possuindo em comum com o problema flsico que se apresen-
ta. 
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APÊND !:CE: l: 
MONTAGEM DAS MATRIZES H ~ G NO MtTODO DO 
~ ?<'S,. 
ELEMENTO INTERPOLADO - EXEMPLO 
Suponh~mos a malha hipot~tica e didâtica apresentada na 
f i g u r a (I . 1 ) . 
- Pl representa o nõ 2 deslocado. 
P2 representa o nõ 3 deslocado. 






G) @ ® 
Fig. I. 1 - Exemplo de Aplicqção do 
Método do Elemento 
Interpolado 
1 45 
De acordo com o Ttem rv.2.1.2, temos: 
~~ i ~1 f ~~ i ~1 qr upl -= u, + u, qpl = ql + 
I. 1 
up2 = ~i ui + ~~ uf ~i q1 + ~~ f qp2 = q2 2 2 
onde: 1 ~1 + valores das funções de interpolação ~, ~2 ~ 1 ' e re-
lativas ao elemento 1 ' no ponto p 1 . 
2 2 das funções interpolaçâo ~, ~2 ~ l ' ~2 + valores de e re-
lativas ao elemento 2 no ponto P2· 
i uk + potencial no inicio do elemento k. 
u: + potencial no final do elemento k. 
A linha da eq. ~ ~ = ~ ~ correspondente ao ponto P1 
e dada por: 
onde: 
( r. 2) 
i 
Hp l , 1 -= termo de H no ini'cio do elemento 1, com o pon-
to fonte em pl. 
r1:l ,l = termo de~ no final do elemento 1, com o ponto 
fonteempl. 
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uf = potencial no tnTcto do elemento 1. 
, cpl = 2rr • (_.5} = rr 
Introduzindo a exp. tI.l} em (1.2), ficamos com: 
+ 
= 
( I. 3) 




ul = U4 = ql = q4 = ql 
f 
u2 = ui = U4 3 
f i 








q4 = q5 
uf = u2 l 
f 
q l = q2 
ut = U3 2 
t 








CORREÇ~O DA MATRIZ H DEVIDO A DESCONTINUIDADE GEOMtTRICA E DE 
-e-, 
FLUXO, USANDO O TRATAMENTO GEOMtTRICO - EXEMPLO 
Tomemos a malha simples da fig. II.l. 










Matricialmente, a equação H u = G p g expressa da se-
~ ~ ~ -:-'· 






















-13+ 14 u,. 
1/ +Hi' 




f i f i: f i f i 
G14+Gi1 G11+G12 G1z+G13 G13+G14 ql 
G~4+GJ1 G~1+G~2 ~fz+G13 G~3+G14 q2 
G14+G;l Gf1+GJ2 Gfz+G13 Gf3+G;4 q3 
f i f i' f i f i 
G44+G41 G41+G42 G4z+G43 G43+G44j q4 
(II.1) 
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Suponhamos que o valor do fluxo no na 2, na direçio pe~ 
pendtcular ao membro 2 s,eja prescrito e igual a q~2J-. 







O lado direito da equa~[o, com respeito ao no 2 
a ser escrito da forma: 
- linha 1: 
- linha 2: 




Adotando o valor de q~2l para o lado direito e fazendo 
as devidas correçBes na matriz H, passamos a ter a exp. (II.l) 
'"' 
escrita da seguinte forma: 
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f ;-




H~4+H11- l/ t 1 
f ' l2-~, · f •, f . q?) H21+H12't,(_ )_ H22+H13+ l/t2 H23±H~4 U2 
Antedor R-2 Q,1 
* = * 




MATRIZES DE I:NTERPOLAÇl\0 (M) 
~-. 
Para o caso de problemas de potencial, a matriz de in-
terpolação(~} para cada elemento~ dada por: 
i) Para ~lementos Constantes 
M = 1 L 1 ; L = comprimento do elemento. 
ii) Para Elementos Lineares 
M = L 
6 
iii) Para Elementos Quadrâticos 

















I'MPLEMENTAÇÃ'O DA PRESCRfÇ}tO DE POTENCIAL - EXEMPLO 
O critgrio utilizado para a prescriç&o de~' permitin-
do o cãlculo direto de~ na direção prescrita pode ser exempli-
ficado como se mostra abaixo: 
- Passo l Cna Subrotina CO N C 1) 
ª11 ª12 ª131 lu1 P1 
1 
ª21 ª22 ª23 u2 - P2+62 (VI.l) 
ª31 ª32 ª33 U3 P3 
•l 
1 ª11 ª13 ul 
i 
P1 - ª12 u2 .. 
1 
ª21 ª23 62: = P2 - ª22 u2 (Vl.2) 
1 ª31 ª33 U3 P3 - ª32 u2 
A inc8gntta passa a ser õ~. 
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- P a s s o 2 (_n a S u b r o ti. n a MO D I F )_ 
Ap5s a resoluçio do ststema de equaç5es, basta formar 
os vetores u e p da forma: 
""' "' 
u 1 CAL CU LADO P1 






CÃLCULO DA MATRIZ DE INTERPOLAÇAO M PARA O ELEMENTO NAO CONFORME 
,, 
A matriz~ apresentada no apêndice III para o caso da 
função de interpolação linear nâo ~ vâlida para o elemento não 
conforme, uma vez que para este hã que se modificar a função de 
interpolação (conforme se observa no item IV.2.1.1). 
A expressão (V.l} nos possibilita calcular esta matriz. 
{ 
M = j ( V • 1 ) 
onde: i = matriz de interpolação associado ao potencial. 
~ = funçâo de interpolaçao associado ao fluxo. 
"" 
No caso do elemento nao conforme implementado, as 
duas funções de interpolação ~ao iguais e lineares, e dependem 
basicamente da posiç[o do afastamento do n5 funcional: se da ex-
tremidade esquerda ou direita do elemento. 
Serão considerados a seguir os 2 casos. 
V.l - Nõ FUNCIONAL AFASTAD6 DA EXTREMIDADE ESQUERDA DO ELEMENTO 
De acordo com o item IV.2.1.1, as funç&es de interpola-
çio para este caso sio dadas por: 




~ = { . } 






-a= distância do no funcional â extremidade esquerda. 
Com o uso das express&es (V.2), podemos calcular os ter 
mos da matriz M, conforme se observa a seguir: 
M12 1 
M = 









onde ,Q, = comprtmento do elemento 
1 
· M 1 2 = M 2 1 - J ~ 1 (_n 1 ~ 2 (_ n 1 1 J I d n 
-1 
= _,Q,_ { ,(/, 2 (_-1_. 








• M 2 2 = r ~ 2 Cn l IP 2 Cn l I J I d n 







+ (V. 7) 
V.2 - NÕ FUNCIONAL AFASTADO DA EXTREMIDADE DIREITA DO ELEMENTO 
As funç6es de interpolação para este caso sao dadas 
por: 
~ 1 (n) 
~ = { } (V. 8} 
~2 Cn) 
onde: 
cj, 2 (n) = cp] Cn) da expressao V. 2 
(neste caso a e a dist5ncia do n6 funcional a extremida-
de direita). 
Desse modo, os termos da matriz M sao obtidos a partir 
dos calculados no caso anterior, conforme se observa a seguir: 
• M11 = M22 lexpressío V.7} (V. 9) 
(V. 1 o l 
M22 = M1 l (_expressa'o V. 5) (V. 11) 
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